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RESUMEN

En la ensefianza de la Matematica son muy utilizados los procedimientos de solucion como
recurso didactico para dar solucidn a ejercicios de aplicacion a la practica y en la formacion de
conceptos. En este trabajo se muestra el uso de los procedimientos algoritmicos como método
para la direccidon del proceso de ensefianza-aprendizaje del célculo integral, en particular, en la
integracion de las funciones racionales y el método de descomposicion en fracciones simples. Las
consideraciones realizadas en este trabajo contribuyen a una mejor orientacién hacia los
procedimientos de solucién y su incidencia en el aprendizaje de los estudiantes. La importancia
del trabajo radica en la utilizacion de los procedimientos algoritmicos en la ensefianza de la
Matematica Superior. Se utilizaron algunos meétodos tedricos y empiricos para realizar la
investigacion.
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Abstract

In the teaching of Mathematics, solution procedures are widely used as a didactic resource to
solve exercises of application to practice and in the formation of concepts. This work shows the
use of algorithmic procedures as a method for the direction of the teaching-learning process of
integral calculus, in particular, in the integration of rational functions and the method of
decomposition into simple fractions. The considerations made in this work contribute to a better
orientation towards solution procedures and their impact on student learning. The importance of
the work lies in the use of algorithmic procedures in the teaching of Higher Mathematics. Some
theoretical and empirical methods were used to carry out the research.

Key words: algorithmic procedures, teaching, mathematics, integral calculus

INTRODUCCION

Los procedimientos de solucion son acciones que se ejecutan en el contenido matematico con la
finalidad de resolver un problema de la ciencia matematica, de otra ciencia, o de la practica. Estos
procedimientos se ensefian en las clases de Matematica, donde adquieren una estructuracién
didactica, orientada al cumplimiento de los objetivos de la asignatura (Naveira-Carrefio et al.,
2021).

En la ensefianza de la Matematica son muy utilizados los procedimientos que tienen como base
un algoritmo, en célculos aritméticos y algebraicos; asi como los procedimientos de caracter
heuristico en la solucion de ejercicios de aplicacion a la practica y de demostracion. La didactica
de la matematica cubana (Ballester-Pedroso et al., 2018) reconoce la existencia de los
procedimientos de solucion como una categoria que integra a los procedimientos heuristicos y a
los procedimientos algoritmicos.

En particular, en la ensefianza de la Matematica Superior, los procedimientos de solucién que se
abordan en el célculo diferencial e integral requieren niveles de integracion tal que resulta muy
complejo clasificarlos Gnicamente como heuristicos o algoritmicos. En este proceso se tratan
tareas que exigen un elevado trabajo heuristico en funcion de su comprension, sin embargo, su
solucidn final siempre llega a partir de la aplicacion de algoritmos.

DESARROLLO

Los procedimientos algoritmicos en la ensefianza de la Matematica

En la ensefianza de la Matematica, se emplean con mucha frecuencia algoritmos para resolver
diversas tareas. El termino algoritmo cobré fortaleza durante el siglo XX con el desarrollo de las
ciencias de la computacion, en las que este concepto es cardinal. La ensefianza de la Matematica
no quedod exenta de este proceso y los algoritmos se han empleado también en ella, pero existe
una diferencia que es considerable. En el proceso de ensefianza aprendizaje de la Matematica se
persigue la educacién de los individuos que componen la sociedad, los cuales estan permeados
por sus propias experiencias y poseen una personalidad que se torna Unica e irrepetible, por lo
que cada uno adquiere un alto nivel de individualidad. Ellos pueden cuestionarse el orden y el
contenido de las acciones del algoritmo, de manera que pueden llegar a otros algoritmos que
logren resolver un determinado problema, los cuales pueden diferir del ensefiado por el profesor
en cuanto a complejidad y eficiencia.
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En el contexto didactico se emplea el término Sucesién de Indicaciones con Caracter Algoritmico
(SICA). Este concepto usado en la ensefianza de la Matematica fue definido por autores cubanos
como “... una sucesion de drdenes o indicaciones para realizar cierto sistema de operaciones en
un orden determinado, que inducen a operaciones univocas, rigurosamente determinadas y del
mismo tipo en aquellos individuos hacia los cuales esta dirigida” (Ballester-Pedroso et al., 1992,
p. 246).

El mismo autor afirma la importancia de que estos procedimientos no sean vistos por los
estudiantes como elementos mecanicos, debido a los efectos negativos que puede traerle al
adecuado desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje, por lo que resulta imprescindible que
tanto el profesor como los estudiantes concienticen la importancia que tienen estos
procedimientos en su aprendizaje. Para ello el profesor debe lograr que en la elaboracién de una
SICA los estudiantes sean participes de dicho proceso.

La elaboracion de una sucesion de indicaciones con caracter algoritmico debe llevarse a cabo de
manera flexible, de modo que no se favorezcan elementos mecanicistas en el trabajo de los
estudiantes, sino que estos sean capaces de comprender la elaboracién gradual que se ha realizado
de dicha sucesion de indicaciones; para ello es conveniente el empleo de programas heuristicos.
Programa heuristico para la obtencion de una SICA

De acuerdo con Ballester et al., (1992) para la obtencion de una SICA se puede emplear el
siguiente programa heuristico:

1. Orientacién hacia el problema.
o Asegurar los conocimientos necesarios que sirven de base al nuevo conocimiento.
o Motivacion.
o Orientacion hacia el objetivo.
Trabajo en el problema.
o Precision del problema.
o Trabajo en la basqueda de la sucesién de indicaciones.
3. Solucién del problema.
o Determinacion de la sucesion de indicaciones.
4. Evaluacién de la solucion y de la via.

En cada una de estas fases se emplean convenientemente principios y reglas heuristicas (Jorge-
Martin, M., Fundora-Rolo, A., 2020) que permitan cumplir con las tareas de cada una. Resulta
importante destacar que la solucion del problema tiene lugar cuando se determina la sucesion de
indicaciones con caracter algoritmico expresada en forma clara y concisa. Existen diversas
formas en las que se puede representar una sucesion de indicaciones con caracter algoritmico,
estas son: frases, formulas, esquemas, ilustracion grafica, diagramas, o mediante un programa
informatico.

Estas formas realizan una importante contribucion a la fijacion de la sucesion de indicaciones con
caracter algoritmico por parte de los estudiantes, de manera que el componente visual juega un
importante papel en dicha fijacion producto de las caracteristicas de algunas de las formas de
representacion que se refieren, las cuales constituyen medios auxiliares heuristicos (Jorge-Martin,
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M., Fundora-Rolo, A., 2020) en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los procedimientos
algoritmicos.

Obtencidn de una Sucesion de Indicaciones con Caracter Algoritmico para el tratamiento
del metodo de integracion de funciones racionales.

1. Orientacion hacia el problema

Aseguramiento del nivel de partida

P: Se comienza con la reactivacion de la definicion de primitiva de una funcién y las variaciones
que tiene el procedimiento para su célculo en funcion de la naturaleza de la expresion analitica de
dicha funcion. Se recuerda a los estudiantes que hasta el momento se han estudiado dos métodos
de integracion.

A integracion por sustitucion e integracion por partes.

Motivacion y Orientacion hacia el objetivo

Hasta el momento el estudiante sabe como encontrar la primitiva de funciones que tienen la
forma y =f[g(x)]. g'(x) mediante el método de sustitucion, o la forma y =udv (con uy v funciones

de x), mediante el método de integracion por partes. La pregunta es:

P: ¢Se podra encontrar una primitiva de la funcion y - X*11 _ utilizando alguno de estos
x? —2x-15
e - - - -z p +11
métodos? Para ello se plantea la siguiente situacion: Determina fxfﬁ dx

A: Intentan calcular la integral indefinida con los métodos conocidos y se percatan de la
dificultad. La funcion integrando no cumple con los requisitos de la funcion integrando de
ninguno de los dos métodos.

En este punto, se declara que se va a desarrollar un método de integracion para funciones
racionales. Para alcanzar este objetivo es necesario realizar diversas acciones de transformacion
en funcién de develar nuevos elementos que permitan realizar este trabajo. <RH> Analizar qué
acciones de identificacion o de transformacion es necesario realizar para alcanzar el objetivo
deseado.

2. Trabajo en el problema

Precision del problema

Como se conoce, una funcion racional es el cociente de dos funciones polinémicas. Por ejemplo:
1 x Zxttaxdl Bxtl  xP-Txtl
P xtea ! tesat41” (xt2ix-1)" xR

, son funciones racionales. Hacer la observacion que

-

XL
. ., B . .
solo interesa el caso en que la funcién Q:—x: sea irreducible, o sea, el caso en que P(x) y Q(x) no
Lx

tengan ceros comunes, ya que antes de integrar, los factores comunes en la descomposicion de
P(x) y Q(x) se simplifican.

Este método se basa en descomponer la funcién como suma de una funcién polinomial y un
namero finito de ciertas funciones racionales, cuyas integrales son relativamente sencillas de
calcular. ¢Cuales son estos tipos de funciones racionales?

Definicion: Una funcion racional es una fraccion simple, si es de alguno de los cuatro tipos
siguientes:
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A A Ax+B Ax+B

(x®+pxtgl

a) b) c) d)

donde A,B,a,p,q son nimeros reales, n es un nimero natural, n>2 y p? —4q<0. (Rodriguez-

Macias, R., et al, 1988, p.149)

P: Propone ejemplos de integrales que tienen esta forma para que sean calculadas por los
estudiantes.

A: Resuelven las integrales utilizando el método de sustitucion.

x—a (x—al® x tpxtq

) [dx R/5Inlx— 2|+ ¢

by J ':.r—:-;:l: dx R/ x__:,, +C

c) fxf; R/%arc tan;—f—i- c

D S ® R immamte

Una vez que ya se conoce como integrar las fracciones simples, veamos cémo es posible expresar
una funcion racional arbitraria en términos de estos tipos de fracciones simples.

P: ¢ Qué relacion existe entre el numerador y el denominador en las funciones dadas?

<PH> Busqueda de relaciones y dependencias.

A: El grado del polinomio del numerador en todos los casos es menor que el grado del polinomio
del denominador.

P: ¢Como se clasifican las funciones racionales que cumplen esta condicion? <RH> Recordar
conceptos del dominio matematico. (Rodriguez-Macias, R., et al, 1988, p.153)

A: Propias.

P: ¢Cuéndo son impropias?

A: Cuando el grado del polinomio del numerador es mayor o igual que el grado del polinomio del
denominador.

P: ¢Es posible transformar una funcién racional impropia en propia? ;Como?

A: Si, mediante la division de polinomios. (Rodriguez-Macias, R., et al, 1988, p.154)

Dadas dos funciones polinomiales p(x) y d(x) de grados m y n respectivamente, con m>n, existen
dos funciones polinomiales g(x) y r(x) Unicas, tales que p(x)=q(x)d(x)+r(x) y el grado de r(x) es
menor que n. (Rodriguez-Macias, R., et al, 1988, p.123, Primera Parte)

Teorema: Toda funcidn racional impropia puede ser expresada en forma Gnica como la suma de
una funcién polinomial y una funcién racional propia. (Rodriguez-Macias, R., et al, 1988, p.154)
P: ¢Como se procede para dividir dos polinomios? <RH> Recordar teoremas del dominio
matematico.

A: El algoritmo para dividir dos polinomios, es similar a la del algoritmo utilizado para dividir
numeros enteros; donde p(X) es el dividendo, d(x) el divisor, g(x) el cociente y r(x) el resto.

P: ¢Sera posible descomponer una funcion racional propia en fracciones simples? ;Como se debe
proceder? <PH> Variacion de condiciones.
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2 2
Si sabemos que: 3 , 4 _3x -2x+11" gponces  3XT—2X+11 puede  ser
X+2 (x-1)% ((x+2)(x-1? (X +2)(x - 1)?
descompuesta en la suma s .4 | Luego:
X+2 (x-1)72

Teorema: Toda fraccion racional propia P(X) puede ser expresada, en forma tinica, como la suma
Q(x)

de un namero finito de fracciones simples (Rodriguez-Macias, R., et al, 1988, p.154)
Esta descomposicion estd determinada por la descomposicion en factores del polinomio Q(x)la

cual se sustenta en el siguiente teorema:
Todo polinomio Q(x) de coeficientes reales @(x) = ayx™ +a,;x"* + -+ a, se descompone

de modo unico en forma de un producto de su coeficiente principal a,, de un numero finito de
polinomios de la forma x — a, correspondientes a sus raices reales y de un namero finito de
polinomios de la forma x* + px + q, correspondiente a sus raices no reales. (Rodriguez-Macias,

R., etal, 1988, p.126, Primera Parte)
Se considera conveniente sefialar que si o, = 1, solamente los polinomios de la forma x —a y

los de la forma x* + px + ¢ con p* — 4g < 0, no se descomponen en fracciones de menor grado.
Trabajo en la basqueda de la sucesidn de indicaciones

En RESUMEN, el polinomio Q(x), denominador de la fraccion racional propia P(*) se
Q(x)

descompone de forma Unica en factores de la forma x — a correspondientes a sus raices reales y
en factores de la forma x* + px + g (p* — 4q < 0), correspondiente a sus raices no reales.
Se puede establecer que a cada factor de la forma (x— a)*, de la descomposicion del

denominador de la fraccidn racional propia, le corresponde un conjunto de k fracciones simples:
A

+o

x—a (x—a)? (x —a)¥
Y para cada factor de la forma (x> + px + g)™ un conjunto de m fracciones simples:
Ax + B Cx+ D Mx+ N

- +— -+t —
x*+px+q (x*4px+q)? (x*+ px+q)™
donde todos los coeficientes son niimeros reales.
x+11 A B

A:xf—zx—15=(x—5](x+3),porloque:m=;+m

P: Se hace evidente la necesidad de conocer el valor de Ay B. (Qué propiedad de los polinomios
puede emplearse para calcular estos valores? <RH> Recordar teoremas del dominio matematico
correspondiente

A: Mediante la igualdad de polinomios

P: Calcular los valores de A y B. Método de los coeficientes indeterminados (Rodriguez-Macias,
R., et al, 1988, p.155-156)

1l A B Alx+3)#B(x—-5) _ Ax+3A+Bx—5B q i se infi )
x*—2x—15  x—5  x+3 (x—5x+3) (x—5){x+3) € aqui se Infiere que:
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x+11=Ax+ 34+ Bx— 5B

x+11=x(A+ B)+ (34 —5B) por igualdad de polinomios se forma el sistema:
A A+E =1

34—-58 =11
A=1-B,porloque3(1—B) —5B8 =11
—3B—-58=11-3
-8B =28
B=—1,porloqued =2

. x+1l 2 1

Deahique m— (- ==~
El profesor debe proponer un ejemplo de descomposicion en fracciones simples para cada uno de
los tres casos restantes.
3. Solucion del problema
Determinacion de la sucesion de indicaciones con caracter algoritmico
Se debe evidenciar que una vez que se ha realizado la descomposicion en fracciones simples,
estas son faciles de integrar por separado, lo cual permite dar solucion a la integral planteada.
P: A partir de lo que se ha realizado elaboren un esquema que resuma el procedimiento que se
debe emplear para calcular la integral de una funcién racional.
Los alumnos deben proponer un esquema como el siguiente:

Diagrama de flujo para el método de integracion de funciones racionales
4. Evaluacion de la solucion y de la via
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Se debe reflexionar con los estudiantes acerca de como se ha procedido a fin de contribuir con la
formacion del pensamiento algoritmico de estos. Para ello se pueden realizar preguntas como:

o ¢Como se denomina este procedimiento?
o ¢Para qué se emplea?
o ¢En qué consiste el procedimiento obtenido?

Fijacion de las Sucesiones de Indicaciones con Caracter Algoritmico
Un aspecto que resulta esencial en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los procedimientos
algoritmicos es la fijacion de las SICA. Este elemento se considera como un proceso parcial de
esta situacion tipica y transcurre en correspondencia con la obtencién de la SICA. El elemento
que permite el paso de la obtencidn a la fijacion es la representacion de la SICA. A decir de
Ballester et al. (1992), las SICA se pueden representar mediante diversas maneras como frases,
férmulas, diagramas, entre otras.
CONCLUSIONES
Los resultados de esta investigacion, nos indican que aun se debe continuar trabajando en la
aplicacion de los procedimientos de solucion en la ensefianza de la Matematica Superior. Los
mismos son de gran utilidad ya que los profesores logran en sus estudiantes independencia
cognoscitiva, comportamiento como sujetos creativos, audacia y originalidad, ademas de
contribuir al desarrollo de las formas de trabajo y de pensamiento de la matematica y su
aplicacion en otras ciencias.
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