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Resumen

La educacion en Cuba esta en constante transformacion y renovacion, en este contexto la formacién
de profesionales universitarios constituye un sistema de formacién continua desde el pregrado hasta
su desarrollo profesional. Entre las disciplinas que forman parte de los planes del proceso docente de
las carreras de ingenieria y de algunas pedagodgicas estd la Matematica. En consecuencia la
ensefianza de la Matematica se encuentra también en un proceso de renovacién de sus enfoques,
qgue incluye el empleo de las nuevas tecnologias, como la Informatica, que permitan al estudiante
adquirir una concepcion cientifica del mundo, un pensamiento matematico y una cultura integral para
resolver los problemas cientificos, econdmicos, sociales y tecnoldgicos relacionados con su
especialidad. La Matematica Numérica, como asignatura, es considerada como una ampliacién del
Andlisis Matematico, mediante la cual se dan solucién a ejercicios y problemas de forma aproximada,
gue por métodos analiticos mas exactos no se podrian resolver. Los contenidos basicos de esta
asignatura son indispensables para lograr un sélido aprendizaje y de gran aplicacion tanto en el
desarrollo de la profesion como en la vida cotidiana. Este trabajo se centra en el aprendizaje de la
Matematica Numérica y en ejemplificar el empleo de programas informaticos que facilitan la
comprension de los métodos numéricos afines a la Mateméatica Numérica, en el mismo se valoran
sus principales regularidades derivadas de la aplicacion de los procedimientos didacticos vy
tecnologicos y se proponen alternativas metodoldgicas para el perfeccionamiento de dicho proceso.
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Abstract
Education in Cuba is in constant transformation and renewal, in this context the training of university
professionals constitutes a system of continuous training from undergraduate to professional
development. Among the disciplines that are part of the teaching process plans for engineering and
some pedagogical careers is Mathematics. Consequently, the teaching of Mathematics is also in a
process of renewal of its approaches, which includes the use of new technologies, such as Computer
Science, that allow the student to acquire a scientific conception of the world, mathematical thinking
and an integral culture. to solve scientific, economic, social and technological problems related to their
specialty. Numerical Mathematics, as a subject, is considered as an extension of Mathematical
Analysis, through which approximate solutions are given to exercises and problems that could not be
solved by more exact analytical methods. The basic contents of this subject are essential to achieve
solid learning and great application both in the development of the profession and in daily life. This work
focuses on the learning of Numerical Mathematics and on exemplifying the use of computer programs
that facilitate the understanding of nhumerical methods related to Numerical Mathematics, in which its
main regularities derived from the application of didactic procedures and technological and
methodological alternatives are proposed for the improvement of said process.
Keywords: Numerical mathematics, numerical methods, learning, computer resources
Introduccion

El perfeccionamiento del Sistema Nacional de Educacion ubica en el centro del proceso de
ensefianza — aprendizaje al estudiante, asignandole un papel activo en la apropiacién de sus
conocimientos incluyendo posteriormente el consiguiente desarrollo de habilidades evitando el
mecanicismo en el aprendizaje.
La Matemética, como parte del saber cientifico, desempefia un importante papel en los cambios que
tienen lugar en la ciencia actual, lo cual se evidencia en la utilizacion cada vez mayor de sus métodos
por casi todas las ciencias, como expresion del proceso creciente de penetracion de sus productos en
las diferentes ramas del conocimiento humano.
Las transformaciones en la Educacion Superior cubana, se basan en una concepcion transformadora
y desarrolladora de los procesos pedagogicos educacionales, que incluya ademas la introduccion de
las tecnologias de la Informatica.
Las carreras de ciencias técnicas, ingenierias y las pedagogicas (Fisica y Matemética) son ejemplo
de lo anterior, por lo que se necesita de ingenieros y profesores con una solida formacién matematica,

acorde con las necesidades que impone el desarrollo economico. Atendiendo a estos avances y a la
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necesidad de lograr una eficiente formacion de los actuales y futuros profesionales la Educacion
Superior se ha enfrascado en el perfeccionamiento y optimizacion de ese proceso.

En este proceso de cambio y perfeccionamiento de los programas de estudio se ofrecen multiples
posibilidades para contribuir al desarrollo de la personalidad. En este contexto tiene lugar el proceso
de ensefianza aprendizaje (PEA) y entre las disciplinas con dificultades para desarrollar este proceso
esta la Matematica con sus diferentes disciplinas y asignaturas afines (Algebra, Analisis Matematico,
Geometria, Matemética Numérica, entre otras), principalmente en las carreras de ciencias técnicas,
(ingenierias), y en las carreras pedagégicas de Matematica, Fisica e Informéatica. Asi pues con este
trabajo se pretende hacer un acercamiento a las regularidades que se presentan en el PEA de la
Matematica, asi como algunas variantes para insertar los recursos informéaticos en la asignatura
Matemética Numérica.

Hasta el momento se han logrado avances significativos en la formacién de los estudiantes, no
obstante, contindan presentando dificultades en el aprendizaje de la Matematica, lo cual esta motivado
por la limitada integracion de los contenidos de estas asignaturas y al poco aprovechamiento de las
potencialidades de los recursos informaticos, entre otros aspectos.

Las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacién (TIC) entendidas éstas como un conjunto de
avances tecnoldgicos que nos proporcionan la informatica, las telecomunicaciones y las tecnologias
audiovisuales, comprenden los desarrollos relacionados con los ordenadores, Internet, la telefonia,
las aplicaciones multimedia y la realidad virtual.

El empleo de las TIC en el PEA de la Matematica se divide, principalmente en dos vertientes: el
desarrollo de software especificos en sus diferentes denominaciones (Computer Assisted
Instruccién, Computer Assisted Learning) y el de herramientas computacionales (Derive,
Mathematic, Maple, Geogebra, etc).

Lo planteado anteriormente comprende los llamados recursos informaticos. Por recursos
informaticos se entiende segun Escalona M, 2007: “ el conjunto de software que permiten procesar,
manipular, almacenar, transmitir, visualizar e interactuar con diferentes informaciones relacionadas
con contenidos de las asignaturas de una o diferentes areas del conocimiento; asi como el hardware
que los soporta”

Entre los programas y herramientas de las TIC que se utilizan en el PEA de la Matematica estan el
Derive, los graficadores Graphmatica, Geogebra, entre otros.

Desarrollo

La Matematica superior esta compuesta por diferentes ramas, cada una se dedica a diferentes objetos

matematicos, como por ejemplo el Analisis matematico estudia las funciones, sus propiedades, etc,
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el Algebra estudia los sistemas de ecuaciones, las matrices, los espacios vectoriales y las estructuras
algebraicas, etc. Existen otras ramas de la matematica superior como son la Estadistica, la Geometria
y la Matematica Numérica.

La asignatura Matematica Numeérica surge al final de la disciplina Andlisis Matematico en virtud de la
importancia de los métodos numéricos para la solucion aproximada de ejercicios y problemas que
permitan ademas ampliar la vision del docente acerca de la naturaleza de la Matematica y los recursos
qgue ella dispone. Se imparte en el cuarto afio de la carrera Licenciatura en Matemética en ambas
modalidades de estudio, curso diurno y curso por encuentros.

Mediante esta asignatura se aproximan los valores de las funciones, se derivan e integran estas, asi
como se resuelven ecuaciones y problemas que no tienen solucion exacta y a los cuales se les pueden
aplicar métodos numéricos aproximados.

La asignatura Matematica Numérica tiene un enfoque metodol6gico didactico Unico para el tratamiento
de cada tipo de problema a resolver por via numérica. Asimismo su enfoque filosofico esta encaminado
a fundamentar los métodos aproximados en un mismo cuerpo tedrico, a valorar el papel de los métodos
numeéricos en la formacién general de la Matematica como ciencia y su papel en la construccion de
otras ciencias. Contribuye ademas a corroborar el caracter relativo de la verdad objetiva.

La Matematica Numérica tiene como propoésito el desarrollo de los métodos para la solucion de
problemas matematicos mediante una cantidad finita de operaciones numéricas. O sea, tiene como
intencion llegar a resultados tan exactos como sea necesario.

Los métodos que emplea la Matematica Numérica reciben el nombre genérico de métodos numeéricos
aproximados y en contraposicion a los otros métodos matematicos se les llama métodos analiticos.
Los métodos numéricos se emplean para resolver ecuaciones, aproximar funciones, optimizar
funciones, calcular derivadas e integrales, resolver ecuaciones diferenciales, etc.

Para mostrar el rol de los métodos numéricos dentro de la Matematica se debe discutir la unidad
dialéctica que existe entre la matematica exacta y la numérica complementandose a partir del objeto
de cada una y negandose por hecho de que la primera a diferencia de la segunda no comparta
explicitamente el caracter aproximado del conocimiento modelado.

La matematica numérica propone algoritmos aproximados de calculo para todos aquellos casos en
gue la existencia de la solucion esté garantizada desde el punto de vista tedrico, se conozca o0 no un
algoritmo exacto para resolverlo.

En consecuencia, se propone que el tratamiento didactico de los contenidos (resolucion de
ecuaciones, aproximacion de funciones, derivacion, integracion y resolucion de ecuaciones

diferenciales) parta del planteamiento de un problema en términos generales, lo que permite relacionar
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los métodos numeéricos con contenidos de otras disciplinas matematicas que le sirven de fundamento
(por ejemplo: el teorema de Bolzano constituye el fundamento del método de biseccidn para resolver
ecuaciones o el teorema del punto fijo de Banach como fundamento teérico de los métodos de
iteracion), acompafado a esto con una representacion grafica de la funcion asociada a la ecuacién
mediante asistentes matematicos Derive, Geogebra o Graphmatica, entre otros, analizando
invariablemente que la solucién del problema esté garantizada desde el punto de vista tedrico.
En el tratamiento del contenido se mostrara explicitamente como los conocimientos que conforman el
cuerpo tedrico de la mateméatica numérica corroboran el caracter relativo de la verdad objetiva. Para
ello se tendra en cuenta que los métodos numéricos, al sustituir el problema real por otro aproximado,
revelan explicitamente la diferencia entre los conocimientos cientificos y la realidad que representan.
Los recursos informaticos a utilizar no son los que marcan la diferencia sino las actividades
planificadas por el profesor en su interrelacion y que seran desarrollados por los estudiantes. Para ello
se necesita considerar tres aspectos importantes: la mediacion pedagdgica de esos recursos, la
motivacion para su utilizacion y el papel que desempefian en la didactica.
La realizacion de los calculos, para las tareas docentes de cardcter cuantitativo se efectuara
preferiblemente en Excel o se podran emplear cualquier medio electronico: calculadoras, teléfonos
moviles, etc, aunque puede también usarse DERIVE segun el diagnoéstico y el programa de la
asignatura. Para ello debe orientarse una planificacion de la solucién informatica previa a su
implementacion en la computadora, procurando siempre que sea posible que el algoritmo sea
elaborado e implementado en la computadora por el estudiante o emplear los programas ya
elaborados.
A continuacion se plantea un ejemplo de la resolucién de un ejercicio de la Matematica Numérica y el
empleo de los programas informaticos.
1) Determinar la raiz de la ecuacion: x3> —x2+4x—3 =0 en el intervalo I[0;4] con tres cifras
decimales exactas empleando el método de biseccion.
Respuesta:
Las hipotesis del método de biseccion son:

> Sea la ecuacion f(x) = 0yunintervalo [a; b] tales que:
1) En el intervalo [a; b] la ecuacion tiene una sola raiz.
2) f(x) es continua en [a; b].
3) f(x) posee signos diferentes en "a" y en "b", es decir: f(a). f(b) < 0.
El método consiste en aproximar sucesivamente la raiz de la ecuacion con el punto medio del intervalo
[a; b].
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Problema a resolver:

Hallar las raices de la ecuacién f(x) = 0 que se encuentran en un intervalo I.
Etapas:
l. Separacién de raices: Hallar intervalos de forma que en cada uno de ellos exista solo una

raiz.

II. Calcular las raices: Hallar las raices deseadas con una exactitud requerida.

Par la separacion de raices se utilizan a su vez varios métodos, como son: el método grafico y el

analitico.

El método grafico consiste en representar graficamente la funcion y = f(x) y por tanto los ceros de

f(x) seran las raices de la ecuacion f(x) = 0. Y por observacion aproximadamente se determinan

los intervalos en que quedaran aisladas las raices. En los inicios de la asignatura estos graficos se

trazaban mediante procedimientos manuales lo que hacia mas engorroso el proceso y requeria gran

cantidad de tiempo.

El método analitico consiste en el uso de determinados resultados tedricos que nos permiten asegurar

la existencia de raices en determinados intervalos.

Método grafico de separacion de raices

1. Si se tiene la grafica de la funcién f(x) entonces los puntos donde la grafica corta al eje de las x,
(supongamos x; Yy x,) son los puntos donde la funcion se hace cero, es decir f(x;) =0y f(x,) =0

entonces x X, son los ceros de la funcion.
1 2
A

En el ejemplo que se plantea, empleando el graficador Graphmatica, se puede reducir el intervalo de
solucion a uno mas pequefio que el intervalo dado. En la siguiente figura aparece el resultado de
graficar la funcion asociada a la ecuacion dada.

fxX)=x3—x*+4x -3
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Se aprecia que la raiz se encuentra en el intervalo entre [0,7;0,8] y ademas al tratarse de una funcion
polinémica, resultado de operaciones racionales con funciones continuas, f es entonces una funcion
continua. Con lo realizado hasta aqui se han verificado las dos primeras hipotesis del método de
biseccion: f posee una sola raiz en el intervalo y es continua en dicho intervalo.

Para analizar el cumplimiento de la tercera condicion o hipotesis del método, es necesario hallar las

imagenes en los extremos del intervalo [0,7; 0,8], efectuar el producto de ambas y verificar el signo.
£(0,7) = (0,7)3 — (0,7)2 + 4(0,7) — 3 = 0,343 — 0,490 + 2,800 — 3 = —0,343 < 0
£(0,8) = (0,8)% — (0,8)% + 4(0,8) — 3 = 0,512 — 0,640 + 3,200 — 3 = 0,072 > 0

Se cumple que: £(0,7).£(0,8) < 0
Para determinar la cantidad de iteraciones se debe reiterar que se pide una raiz con tres cifras

b-a
. . . n(~— .
decimales exactas, por lo que la tolerancia es € = 0,0005, empleando la férmula n > % se obtiene:
In(TosZ)  Inooie n200 52981 CA:
> 0,0005 — 0,0005 — -2 — ~ _ 1g200
n= In2 In2 n2 0,6931 76 ~8 In200 = _06423;831

El resultado anterior indica que se deberan realizar 8 iteraciones al aplicar el método de biseccion,

para obtener la raiz pedida. Las operaciones se pueden ilustrar en una tabla como la siguiente.

Iter.| a b f(@) f(b) Xn f(xn) En (%)
1 0,7 0,8 —-0,343<0 | 0,072>0 0,75 | —0,1406 <0 0,05
2 0,75 0,8 -0,1406 <0 | 0,072>0 | 0,775 | —0,0412< 0| 0,025
3 0,775 0,8 -0,0412<0 | 0,072>0 | 0,7875 | —0,0018 <0 | 0,0125
4 10,7875 0,8 -0,0018 <0 | 0,072>0 | 0,7938 | 0,0453>0 | 0,00625
5 10,7875 0,7938 | —0,0018 < 0 | 0,0453 >0 | 0,7907 | 0,032>0 | 0,00315
6 |0,7875|0,7907 | —0,0018<0 | 0,032>0 |0,7891| 0,0251>0 | 0,0016
7 10,7875 0,7891 | —0,0018 < 0 | 0,0251 >0 | 0,7883 | 0,0215>0 | 0,0008
8 (0,7875|0,7883 | —0,0018 <0 | 0,0215>0 | 0,7879 |  -==------- 0,0004
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A continuacién se plantean algunas formas de realizar las operaciones que se ubican en la tabla
anterior. Para obtener la fila que ilustra la iteracion No 1, por ejemplo:

De forma manual:

£(0,7) = —0343, £(0,8) =0,072

£(0,75) = (0,75)% — (0,75)? + 4(0,75) — 3 = —0,1406

. ., . . . bp—a
El error en la aproximacion, se determina mediante la formula: E,,(x,) = %

0,8-0,7

Em(xl) =

El dltimo error absoluto méximo es menor que la tolerancia & = 0,0005, al compararlos se obtiene:

= 0,05 (Error en la primera iteracion)

0,0004 < 0,0005, luego la raiz de la ecuacién dada es: x = 0,7879 y como se pide con tres cifras
decimales exactas se expresa: x = 0,788.

Los programas informaticos como el “DERIVE” son utiles para resolver estas ecuaciones por via
numeérica. Las figuras siguientes ilustran como primeramente se escribe la ecuacion en la barra inferior
en lenguaje de computacion, en esta misma barra a la izquierda se selecciona “Introducir expresion” y
sale en pantalla con el #1 la ecuacion en forma algebraica, seguidamente, se selecciona “Resolver
expresion”, en la barra superior y se muestra una tabla en la que se selecciona la variable “x”, el
método numeérico, el dominio numérico y el intervalo se solucion, que generalmente aparece
predeterminado. Al hacer clic en “Resolver’, se muestran nuevamente en la pantalla los datos
planteados y el resultado con diez cifras decimales.

En caso necesario consulte la opcion “Ayuda” del propio asistente matematico DERIVE, que le

orientara con mas detalles los pasos a seguir en su empleo.

@] Derive 6 - [Algebra 1] - a
Archivu Editar Insertar Intreducir Simplificar Resolver Calcule Opciones Ventana Ayuda - =y x
DEEE $BEX B =% &% lindg J I 4k &

3 P
#1: X - x + 4.x -3 =0

Nueva

v =X R XX
(o B| x| 3| ] €

n| 8] | x| Al uf v €| o| w| o] o] 7] u] o] x| w] ]
H o] 1| K| Al NI =] o] n] p[ =] 7| ¥] o] X] ¥] 2]

| ||| 3|31 ¢ x]
I I I 7

= [& i@ « 0 017202

IS

A|B|r|a|E[Z
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Derive 6 - [Algebra 1]

Qrchwo Editar [nsertar Introducir Simplificar Resolver Célculo Opciones Ventana Ayuda - I = X I‘
P& DR [FHE = rasu|mnal 20|+ 8]
3 2
#1: X —x + 4.x -3
Resolver Expresion #1
Wariahl Métodn D aminio Limites del Intervalo
 Algebrsico " Complejo Sy I—lu
 Numérico ® Real
 Cuslquisra  Intervalo Iferior: —10
Si | Resolver I Cancelar
Pulse F1 para obtener Ayuda ‘Nueva |

JJ v = X% XX Ix"3—x"2+4x—3

HEﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬁﬂﬂgﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ H i 2 R e O 0 B
21 B1 71 51 €] 2 51 ) e 1 1 0 o) 2 T e D 1=

=

2 2 1 e o 2 5

Derive 6 - [Algebra 1] - a
ﬁrchwo Editar [nsertar Introducir Simplificar Resolver Célcule Opciones Ventana Ayuda - I = x I‘
DEES b BRX|[FHwfk| =~ Q% nal 1 ~% &

3 2
#1: X - x + 4x=3
3 2
#2: X -x +4x=3
3 2
#3: NSOLVE(x - x + 4.x = 3, x, Real)
#4:
simp(Resol(#2,x)) B ootes |
I~ =

ﬂﬂJJJJﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ H JJIJJJJJﬂﬂ Y
I XAl M N[ =[ o] 0l 2]

| =] e| 7| =| 8] 2| ] 2] x|
EEREEE R

REENE
Se concluye que la solucion es x = 0,78324 ....

Otro de los programas informaticos que se pueden emplear es el Geogebra, software libre de
Matematica, creado por Markus Hohenwarter, profesor de la Universidad de Salzburgo. Este software
esta disponible en multiples plataformas, fue introducido para facilitar el trabajo con la Geometria, pero
Su uso posterior demostrd que estaba disefiado para interactuar dinamicamente en un ambiente en
que se relnen las disciplinas de la Matematico como la Geometria, el Algebra, el Andlisis y otras
ciencias como la Fisica, el Dibujo técnico, etc.
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La siguiente figura muestra la obtencion del grafico de la funcion asociada f(x) = x3 — x? + 4x — 3, en

la que se puede apreciar que la raiz de la ecuacion esta aproximadamente en el intervalo [0; 1,5] .

Il
)
&

o

~ J

Conclusiones

La asignatura Matematica numérica tiene un enfoque metodolégico didactico Unico para el tratamiento
de cada tipo de problema a resolver por via numérica. Asimismo su enfoque filosoéfico estd encaminado
a fundamentar los métodos aproximados en un mismo cuerpo teérico, a valorar el papel de los métodos
numericos en la formacion general de la Matematica como ciencia y su papel en la construccion de
otras ciencias. Contribuye ademas a corroborar el caracter relativo de la verdad objetiva.

La Mateméatica Numérica posee valor practico para resolver problemas de la ciencia y la técnica, ofrece
meétodos de autoaprendizaje de la Matematica, para el calculo (aproximado), el trabajo con variables,
la representacion de funciones, métodos de demostracion, etc.

El estudio de esta asignatura se justifica ademas porque al ser una prolongacion del Analisis

Matematico posee valor practico para la solucion de problemas del @mbito cientifico técnico,
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econdémico Yy social. Contribuye con su ensefianza a la formacion de la cultura general, contribuye al
desarrollo de habilidades generalizadas (calculo, trabajo con variables, métodos de demostracion,
etc.). Contribuye ademds a la concepcién ideopolitica del mundo basada en la filosofia marxista
leninista y martiana.

Las transformaciones que en el campo educacional tienen lugar hoy en Cuba en todas las
educaciones, se incluyen las tecnologias de la Informatica. En este proceso de cambio y
perfeccionamiento de los programas de estudio se ofrecen multiples posibilidades para contribuir al
desarrollo de la personalidad. En este contexto tiene lugar el proceso de ensefianza aprendizaje (PEA)
y entre las asignaturas con dificultades para desarrollar este proceso esta la Matematica Numérica.
Asi pues con este trabajo se expone una alternativa didactica para insertar los recursos informaticos
en la asignatura Matematica Numeérica.

Esta alternativa didactica ya fue aplicada a estudiantes del cuarto afio de la especialidad de
Matematica de la Unah “Fructuoso Rodriguez Pérez” y los resultados en cuanto a la motivacion por el
aprendizaje de nuevos procedimientos y métodos de trabajo fueron satisfactorios. En la actualidad se
trabaja para insertar los programas informéticos en la modalidad de curso regular diurno de la
asignatura citada y en otras afines.

Las alternativas didacticas y las variantes para insertar los recurso de las TIC presentadas tratan de
suplir de alguna manera las insuficiencias detectadas en el PEA de la Matemética para las carreras
de Ciencias Técnicas y pedagobgicas que reciben dicha asignatura, ellas no son de obligatorio
cumplimiento por los docentes; el objetivo de las mismas es sugerir algunas ideas que se pueden
emplear para lograr en alguna medida el mejoramiento del PEA de la Matematica.
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