Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales parciales 1
a el modelamiento de fenémenos térmicos. \_

CAPITULO 1

Una mirada conceptual sobre
las ecuaciones diferenciales

1. Componentes tedricos de las ecuaciones deferenciales
parciales.

Varias de las mds importantes ideas en matematicas son desarro-
Llladas en el interior de las ciencias fisicas y las ecuaciones matematicas;
especialmente las ecuaciones diferenciales parciales permiten estable-
cer un lenguaje para formular estas ideas. De igual manera, avances en
matemadticas permiten desarrollar nuevas perspectivas en las ciencias.
A medida que los afios pasan los matematicos y cientificos extienden sus
metodologias para incluir todas las dreas de la ciencia y la tecnologia.
Este nuevo paradigma que surge es llamado modelamiento matematico,
el cual corresponde conceptualmente a una ecuacién, o un conjunto de
ecuaciones, cuya solucién describe el comportamiento fisico de un sis-
tema relacionado. En general, un modelo matematico es una descripcién
simplificada de la realidad en términos matematicos, que, envuelve ob-
servacion, analisis de las ecuaciones y simulacién, y finalmente, valida-
cién del modelo para asegurar si las predicciones son acertadas.

Este primer capitulo tiene como objetivo desarrollar el estudio de
las ecuaciones diferenciales parciales enfatizando como ejemplo particu-
lar la ecuacién diferencial del calor. El capitulo se divide en tres partes: en
primer lugar, se deduce la ecuacién del calor desde principios de la fisicay
las matematicas, en segundo lugar se estudia la solucién de las ecuacio-
nes diferenciales parciales por métodos analiticos, y por ultimo se estudia
la solucién por métodos numéricos.

1.1. Origenes fisicos de la ecuacion del calor
Un conjunto amplio de ecuaciones diferenciales parciales tiene su
origen en las leyes de balance, o leyes de conservacién. Una ley de con-
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servacién es una formulacién matematica del hecho de que la razén de
cambio de una cantidad en el interior de un dominio es igual a la razén de
cambio del flujo de la cantidad a través de la frontera, menos larazén ala
cual la cantidad es creada en el interior del dominio. Por ejemplo, consi-
dere una poblacién de una cierta especie animal en una regién geogréafica,
la razén de cambio de la poblacién es igual a la razén de cambio en que el
animal migra en el interior de la regién menos la razdén a la que sale, mas
tasa de nacimientos, menos la tasa de muertes. Como ejemplo de aplica-
cion de la ley de conservacion se plantea el estudio de la transferencia de
calor en tres dimensiones.

Sea R una regién en el espacio donde el calor se encuentra fluyen-
do, y sea T(x,y,x,t) la funcion de temperatura en el tiempo t en un punto
(x,y,z) en R. Se asume que la regién es homogénea y es caracterizada por
una constante de calor especifico ¢ y una constante de densidad p. Sea B
una esfera arbitraria contenida en R. Al aplicar el principio de balance de
energia a B, que afirma que la razén de cambio de la energia totalen B es
igual a la razén de cambio del flujo que cruza la frontera de B ademds de
la variacién de la energia generada en B por las fuentes. La cantidad total
de calor en un elemento de voliumen dV=dxdydz es cpTdV,y por lo tanto el
total de energia calérica en B esta dada por la integral triple

Total de energia caloricaen B = |||, epTdV.

Es posible asumir que el calor generado por las fuentes es cuantifi-
cado por la funcién f(x,y,z,t), donde fdV es la razén de cambio que se ge-
nera en dV;por lo tanto, asi la variacién de calor generada por las fuentes
en toda B es

Razdm de cambio de la energia producida en B = HJ-[-. fdV.

Es importante notar que f tiene dimensiones de energia por unidad
de volumen, por unidad de tiempo.

La siguiente componente importante en la ecuacién de conser-
vacién de energia es el campo vectorial que representa el flujo de calor
v (x,y,Z,1); su direccion corresponde a la direccién del flujo de calor en la
posicién (x,y,z) en el tiempo t. La razén a la que el flujo cruza un elemento
de superficie oblicua dA orientada hacia afuera por el vector normaln es

y-ndA.
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En consecuencia, la razén de cambio del flujo de calor a través de la
frontera de B, denotado por 0B, es la integral de superficie

Jrl,iﬂa,{r-n dA.

Por lo tanto, la ley de conservacion, o ley de balance de energia, es

Il coTaV = [, -ndA + [l fav (D)

El signo negativo aparece en la ecuacion a causa de la direccion del
flujo.

Alaplicar una de las relaciones integrales fundamentales del calcu-
lo en varias variables - el teorema de la divergencia. Este permite rees-
cribir la integral de flujo en (1.1) como una integral de volumen. El teorema
de la divergencia es una versién del teorema fundamental del calculo en
tres dimensiones.

Teorema 1.1

(Teorema de la divergencia) Si un campo vectorial y es continuo y
diferenciable sobre una regién B y continua sobre BudB, donde 0B es la
frontera, entonces

JIf gdivpdV = [, dr-ndA.

Usando el teorema de la divergencia es posible escribir la ecuacién
de balance (1.1) como

;_t.l-ﬂ-ﬂfp'r-db" = — [ pdivipdV + [[] . fdV

Ahora es posible colocar la derivada del tiempo en el interior de la
integral y reorganizar los términos en una integral de volumen para ob-
tener.

I (epTe + divip — fldV =0
Esta ecuacién de balance es vdlida para cualquier esfera B en R, por

lo tanto es posible quitar el integrando, dando paso a la ecuacién en deri-
vadas parciales

cpT, +divyp—f =0 (1.2)
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Para todo t y todo (x,y,z) €R. La ecuacion (1.2) es la forma local de
ecuacion del calor en tres dimensiones.

La ecuacidn presenta dos funciones incégnitas, la temperatura es-
calar Ty elflujo de calor y. La ley de conduccién de calor de Fourier afir-
ma que el flujo de calor decrece en la direccién del gradiente. En simbolos,

y=-KV(T). (1.3)

Recordemos desde el calculo que el gradiente negativo es la direc-
cion del maximo decrecimiento. La constante de proporcionalidad K es la
conductividad térmica. Sustituyendo (1.3) en (1.2) y usando la identidad

div(V(T)) = Ty + Tyy + Tz
Se genera la ecuacién de temperatura T(x,y,z,t) en tres dimensiones:

epTy —K(Tge + Tyy + Tag) = f. (1.4)

La expresion T, + Ty, + T;; se llama Laplaciano de T, y es deno-
tado por AT. Finalmente, en resumen, la ecuacién de conduccién del calor
puede escribirse como

1
T, — kAT = —,
' m! (1.5)

Donde la constante k=K/(cp) es llamada la constante de difusién.
Cuando se indica que la temperatura en la frontera de R esta defi-
nida por
T(x,y,z) = g(x,y,z), (X,,z)€0R,

Se dice que la ecuacién (1.5) satisface las condiciones tipo Dirichlet.

1.2. Método de Fourier.

Para ilustrar el método de Fourier en la solucionar la ecuacién (1.5),
se considera el siguiente problema de valores iniciales con valores en la
frontera en el contexto de la conduccidon de calor,

T, =T, D<x<m t>0, (1.6)

T0,0 =T(m,t) =0, >0, (1.7)



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales parciales .ng-
a el modelamiento de fenémenos térmicos. \.\

T(x,0) = f(x), 0<x<m. (1.8)

El método de Fourier consiste en la separacién de variables en la
forma,

T(x,0) = h(x)g(D.

Al sustituir este producto en la ecuacién en la ecuacién (1.6), (1.7) y
(1.8) se obtiene

hx) ¢'() =h"@)g(t),  h(0)g(® =0, h(m)g(®) = 0.

Como ¢g(t) no es la funcién nula, es posible escribir las ecuaciones
anteriores como

g'(t) _ h"(x) _
git)  hix)

para alguna constante . Esto es valido ya que es la Unica forma de
igualar dos funciones con diferentes parametros. La constante -\ es lla-
mada la constante de separacién. Por lo tanto, se genera una ecuacion
diferencial ordinaria para g en el dominio del tiempo, a saber,

=4, h(0) = him) =0,

g’ (t)=-rg(),

y ademds se genera un problema en la frontera para la variable es-
pacial h,

-h” (x) = Ah(x), O<x<m, (1.9
h@) =0, hm) = 0. (1.10)

La técnica de separacion de variables tiene la ventaja de convertir
un problema de ecuaciones en derivadas parciales en un problema en
ecuaciones diferenciales en una variable.

Es facil demostrar que la solucién para la ecuacién g, tiene la forma,
.[:lll: t) = 'E—.-;.-!'I
Para solucionar las ecuaciones (1.9) y (1.10) se procede por casos.
En los casos en que A=0y A<0 se genera la solucién trivial. Cuando A>0, o
A=02. En este caso la ecuacién (1.9) tiene la forma
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h" +a*h =0,
para la cual las soluciones son:

h(x) = Acos(ox) + Bsen(ox).

En primer lugar, h(0) = 0 conduce a que A = 0. Asi h(x) = Bsen(ox). La
segunda condicién de frontera implica que:

h(m) = Bsen(amn) = 0.
Elhecho de que B # 0, fuerza a que
A=A =n? n=12...
n

Los anteriores valores para A permiten generar soluciones no tri-
viales

h= hn (x) =sen(nx), n=1,2,...

Alregresar a la solucién g(t) = e-M. Se sustituyen los valores de
A=A _=nZ
n

Lo cual genera el conjunto de soluciones
.qilll:.t::l = f'_FI:I.- n=12..
Por lo tanto, las soluciones para las ecuaciones (1.6-1.8) son

T.(x.t) = gu(t)h,(x) = E'_”:r.'-n'L'Jl{]'lJ‘.':l. n=1,2,...

Para calcular una solucién que satisface las condiciones iniciales
(1.8), al usar el principio de superposicién y la forma de combinacién lineal

T(x,t) = Z e~ sen(nx), (.11

La ecuacion (1.8) implica que

T(x0)=f(x)= Z b sen(nx).

n=l
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Mediante el uso de la teoria de funciones ortogonales, los coeficien-
tes de Fourier estan dados por

b, = EJ flx)sen(nx)dx. (112)
L LE]

En resumen, la solucién del problema de frontera con condiciones
iniciales (1.6), (1.7) y (1.8) esta dada por la serie (1.11) donde los coeficientes

bn estan dados por (1.12).

1.3. Métodos numéricos.

La dificultad en muchos casos de la busqueda de soluciones anali-
ticas para ecuaciones diferenciales parciales, sugiere la exploracién de
métodos alternativos que permitan el uso de las herramientas tecnolégi-
cas. Los métodos numeéricos son un conjunto de estrategias conceptuales
y practicas que permiten resolver ecuaciones diferenciales con un am-
plio poder de precisién. La idea fundamental de la estrategia consiste en
convertir un problema arbitrario en una versién discreta del mismo, que
se pueda implementar en un computador. Para las aplicaciones que se
describen en el libro, se desarrollaran dos tipos de métodos numéricos,
el método explicito y el método implicito. En lo que sigue se realizard una
breve descripcién del método de diferencias finitas.

Elesquema de la solucién de las ecuaciones por los métodos numé-
ricos se conoce con el nombre de diferencias finitas, tiene como funda-
mento la definicidon de la derivada como razén de cambio.

El primer paso para la construccién método de solucién es discreti-
zar la regién de espacio-tiempo donde se desea obtener la solucién. Para
este caso laregibnes 0 <x <1 0 <t<T. Esnecesario colocar una cota
sobre el tiempo ya que en la practica el problema se resuelve en un tiem-
po finito. Discretizar significa definir un reticulo de puntos en la regién de
espacio-tiempo dada por

x=jh t =nk j=01,...J n=01_.N,

Donde los niimeros fijos h y k son los pasos espaciales y temporales.
Aqui h=1/] y k=1/N . El entero J es el numero de subintervalosen 0 < x <
I,y N es el numero es numero de iteraciones que se pueden tomar. Para
cada nodo (xj , tn) delreticulo se busca una aproximacion, la cual llamare-

mos TJ.", la cual aproxima el valor exacto de la solucién u(xj , tn). Se define
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T"como una matriz de tamafio n x j. Para obtener las ecuaciones para T
se sustituyen las derivadas de la ecuacién del calor por las siguientes di-
ferencias divididas:

T[:IJ:. L4 |j| - T[:.TJ:. f"}

T £,
(X by) = &

T el | — 2T N +T ot
T.I'.I'{I_lipt“_:lz {-r_f I#tm {:llz Jz} (IJHI 1 I

Al sustituir en la ecuacidn del calor las anteriores aproximaciones

se genera una expresion para T"*', T""" = 7" + E (T, — 2T + T,

Nétese que la aproximacion depende de los puntos.
(zi—aetn )i (2pe B e (2y—ne e e (X st )-

Desde la condicidn inicial y las condiciones de frontera nosotros sa-
bemos que

T,;P:'Dr Tlﬂ:[!r n=12,....N

1
La férmula para T" puede ser ahora aplicada en todo el interior
del reticulo, iniciando con los valores en t=0, para calcular los valores en

t=t, y asi continuar. Asi es posible calcular la funcion T" por filas. Debido
al error de aproximacion en las diferencias divididas, se puede demostrar
gue se debe tener una condicién de estabilidad % = l_ para que el método
funcione.



