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CAPITULO 2

Ecuaciones diferenciales
Parciales en ingenieria

2. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales parciales a
la ingenieria.

Este capitulo tiene como principal objetivo aplicar las herramientas
conceptuales desarrolladas en el capitulo 1 al estudio de la transferencia
de calor en una dimensién en los casos de geometrias rectangulares y ci-
lindricas. En primer lugar, se estudia la transferencia de calor en un horno
tipo Hoffman; en cuanto a la metodologia de trabajo, sigue el orden del
capitulo 1, se plantea en modelo matematico, se estudian las soluciones
numeéricas y analiticas y por ultimo se comparan los resultados. EL segun-
do caso de estudio se contextualiza la transferencia del calor en dispo-
sitivos sin uso de electricidad; es importante resaltar, que la geometria
dominante es la cilindrica. Al igual que en el caso rectangular se sigue la
misma metodologia de estudio.

2.1. Estudio de la transferencia de calor en un horno tipo
Hoffman.

El estudio de la transferencia de calor es un ejemplo relevante en
la aplicacién de las ecuaciones diferenciales parciales a la ingenieria. EL
siguiente estudio de caso tiene como objetivo mostrar este hecho desde
el punto de vista metodolégico y didactico.

Para modelar la transferencia de calor en una placa unidimensional
se utilizan los datos experimentales producto de las investigaciones del
profesor Gustavo Guerrero al medir la temperatura de un horno tipo Ho-
ffman en diferentes puntos de una pared (Guerrero et al., 2013,2015, 2017,
2018). Un sistema de adquisicion de datos fue disefiado para registrar las
temperaturas del proceso de coccién obtenido a partir de 16 termopares
tipo K, por lo que se utilizaron dos tarjetas de adquisicién en la cual se
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instalaron 8 termopares en cada una, en la primera tarjeta o bloque de
adquisicién se registraron las temperaturas interiores en el horno en la
segunda tarjeta de adquisicién se registraron temperaturas exteriores,
para luego ser almacenadas a través del software LabView en el reporte
de adquisicién y generar los perfiles de temperatura de las posiciones de
la cdmara escogida como referencia para las mediciones. La adquisicién
de datos se realizé en la cdmara 22 del horno, la produccién de ladrillo H
10x40 en esta fue de 33.000 unidades.

En el modelo que vamos a estudiar se tienen en cuenta la tempera-
tura de la pared externa, interior y centro interior.

Para encontrar el modelo matematico que permita conocer la tem-
peratura en funcién de la posiciény el tiempo (estamos considerando una
dimensidn espacial), calculamos un promedio de las temperaturas (cada
hora) de los datos experimentales de las paredes externa e interna del
horno. La anterior consideracién nos permitié generar los siguientes da-
tos que reflejan las condiciones de frontera del modelo de cambio de tem-
peratura en el horno tipo Hoffman.

Temperatura en grados | Temperatura en grados

Horas | centigrados de la pared | centigrados de la pared
externa: f_1 (t) interna: f_2 (t)
1 19.85 30.25
2 19.97 32.20
3 19.68 33.64
4 19.48 36.09
5 19.65 39.75
6 20.01 49.75
7 19.48 57.90
8 20.02 81.91
9 21.42 134.41
10 24.33 343.20
11 35.89 668.17
12 48.47 594.34
13 70.16 747.75
14 133.44 712.23
15 144.67 691.35
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El modelo matemadtico que soporta los datos de la anterior tabla es
la ecuacién del calor deducida en la seccién 1.1 junto con las adecuadas
condiciones de frontera y condiciones iniciales.

T =kT , 0<x<ILt>0, 271
TO0=f,0, TLO=f,®, t>0 22)
T(x,0) =fx), 0<x<lI (2.3)

Las funciones escalonadas f,(1) v f,(t) representan los datos experi-
mentales de las temperaturas de la pared externa e interna del horno. En
adelante se representa el modelo matematico que representan las ecua-
ciones (2.1)-(2.3) como EDP1.

Para solucionar el modelo EDP1, el primer paso es convertir las con-
diciones de frontera de la ecuacién (2.2) en condiciones homogéneas,
con lafinalidad de aplicar el método de separacién de variables estudiado
en laseccién 1.2.

h(x,t) = fi() +=(fz0) = fi(eD),

talque T(x,t) = Tx,0 - hx, 0.

Nuestro objetivo es observar que tipo de modelo verifica la funcién
1" Para este fin nosotros notamos que

ooz, 8) = 0 he(x, 1) = fy (£) += (2 (8) — £, (2)).
Nosotros observamos que

T, — kT, = =h(x.t)

Tioy=T00-hi0,3=0, fioo=T0-rl)=0

X
(0. x) = F(x) — hix,0) = F(x) — (f(0) + S (2000 — [(0)) = Talx)

Por lo anterior, la funcién T verifica el modelo notado por EDP2:

—h(xt), O0<x<lt>0, (2.4



-'\' Christian Nolasco Serna / Claudia Marcela Duran Chinchilla /

26
I"n...- José Julian Cadena Morales
Ton=0 TaH=0 t>0 (2.5)
Tx0=T x, 0<x<l (2.6)

Al conjunto de ecuaciones (2.4)-(2.5) se aplica el método de Fourier
estudiado en el la seccién 1.2. Por lo tanto la solucién del modelo EDP1 es:

Tix,t) = T(x,t) + hix,t) = X, T,(t)sen— + h(x,t) 2.7)

donde

'f',.[l} = r"“'.-"‘l: Tom + Jflre.""z:" hy,(5) ds).

-

| =
Ton = EJ Tolx) :u.-n% ol x
il

FIimx

h.(£) = EJJ!_.[:J:’.P]HL'H i dx
o

La complejidad de la ecuacién (2.7) sugiere un enfoque mas natural

para analizar el modelo EDP1. Por lo tanto, lo que sigue en la seccién pro-
pone estudiar dos esquemas de solucién numérica.

ELl método numérico explicito para solucionar el modelo EDP1 con-
siste en sustituir la funcién incégnita T(r,t) por las aproximaciones de las
derivadas parciales que se generan de la serie de Taylor correspondiente:

To(rte) = :-rli?',_!-.- Il; T(rta) @27)

T(x_q b )= 2T(x; 8, ) + T(xj41. 0 )
Tee(xita) = (%j-1.tn) Ay WXjsr:ln )

(Ax)*

(2.8)

Las ecuaciones (2.7) y (2.8) generan una version discretizada del
modelo EDP1, al sustituir estas ecuaciones se generan las relaciones re-
cursivas correspondientes:

T =s(TF+ T8+ (1 - 5T

TF* = s(TK, +T,) + (1 - )T
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.Il.l.h . - :"II:_I.|:.:1-|_ T T;:I.— |:| + r 1 - “'-].Il.l;h

E At
donde * = ;i Para el caso n=3, las relaciones recursivas se refle-
jan en el siguiente sistema de ecuaciones:
"?'..IJ.{ilr]" .-']"Ilw.'l-u
o(767)- (7
WSt )

'.'j":':_l_.

1=25 s Y LR
( s 1 =25 5 ) Ts
0 s 1-2s/ \pk,

Solucionar el modelo EDP1 es equivalente a solucionar el anterior
sistema de ecuaciones. La ventaja de esta aproximacion tiene que ver con
eluso de herramientas computacionales eficientes que permiten solucio-
nar sistemas de ecuaciones de forma eficiente.

De manera similar al método anterior, el método implicito para so-
lucionar el modelo EDP1 consiste en sustituir la funcién incégnita T(r,t) por
las aproximaciones de las derivadas parciales que se generan de la serie
de Taylor correspondiente:

Ty te) = —tmer) ~ (7. tn) 29)
S At
I' _ .'rllz-"-_l 1 r|:~l:l _E.'rll:"-_lt::f'.}"'.]ll'::--"-ul-'!-lrl_] (210)
X = I;;,._.L.].!

Las ecuaciones (2.9) y (2.10) generan una versién discretizada del
modelo EDP1, al sustituir estas ecuaciones se generan las relaciones re-
cursivas correspondientes:

TF = =s(TF*Y + TFH ) + (1 + 5)TFH!

Th = —s(TEAL 4+ TESY) + (1 + 5)TH

LT
donde =z = ——3
G-
Para el caso n=3, las relaciones recursivas se reflejan en el siguiente
sistema de ecuaciones:
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o Db 5 1 + 25/ \ ket L
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2.2. Estudio de la transferencia térmica en dispositivos sin

uso de electricidad.

Un dispositivo de refrigeracion sin uso de la electricidad consiste
en dos vasijas. La vasija externa es de un material poroso que aloja en
su interior otra vasija de un material permeable al agua. La vasija interna
contiene la materia a refrigerar, el espacio entre las vasijas se encuentra
relleno de arena himeda; el efecto de refrigeracién en el dispositivo se
produce por la evaporacién del agua, la transmisién de calor de la materia
hacia la arenay la influencia del aire.

El grosor de las vasijas y la capa de arena son otros pardmetros
geométricos importantes. Al aumentar el grosor se incrementa la resis-
tencia térmica de la conduccién del calor, logrando mantener el disposi-
tivo frio, pero al mismo tiempo evitando el enfriamiento por evaporacion.
De nuevo la eleccién del tamario del dispositivo depende de las necesida-
des del uso de la nevera y la fuente de agua disponible. La funcién de la
arena es estabilizar la vasija interior y a su vez distribuir el agua a lo largo
del dispositivo por la accién capilar.

En orden para simplificar el modelo fisico del refrigerador de dos
vasijas, en el articulo (Chemin et al., 2017) disefian un experimento en un
conjunto de cilindros alargados los cuales contienen agua o etanol, simu-
lando la materia a refrigerar. Los cilindros son cubiertos con toallas de
papel que son humedecidas con un liquido.

Para construir un modelo teérico pertinente en el estudio del proce-
so de refrigeracion, (Chemin et al., 2017) utiliza cilindros de mayor altura
en relacién con su didametro, ademas el modelo tedérico bajo considera-
cién es en dos dimensiones. La parte superior del cilindro es tapada, para
asegurar que el gradiente de temperatura sea radial y reducir el efecto de
conveccién en el interior del fluido. En adelante, el modelo de refrigera-
cién de dos vasijas se estudiara sobre un cilindro.

Para plantear el modelo matematico que fundamenta el proceso
térmico en el dispositivo, por la geometria cilindrica se realiza el siguiente
cambio de coordenadas.
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Seax=rcos 0,y=rsen 0,z =7z. Lareglade lacadena nos permite cal-
cular las derivadas T,y Tyy en términos de las derivadas respectoary

0. Al calcular TX se tiene:
Tam #
Ty =Tr + Tell, = (cos8) T, - — T (211
L)

Por lo tanto, la segunda derivada parcial es:

il Lo Zeepfoosd 8% sentd 0°  ZcosSsend d zentd #
F J— T " ; 212
I'.'.':l.':I e dre r drdd ré dge re el rir ( )

De igual manera por un razonamiento similar,

+ .
¥ i [ Fe i ro

a #*  Izemnfcosd A2 cosifp @t 2eos@send @ post8 4
(7o) = sen®8 T ™ (213)
oy L f

Alsustituir (2.12) y (2.13) en la ecuacion (1.5) se tiene la ecuacién del
calor en coordenadas cilindricas:

Ty =Tor + =Ty + 5 To9 + Ty (214)

Consideremos la difusién de calor en un cilindro sélido, de didmetro
a, altura h, densidad p, calor especifico ¢, conductividad térmica A, tempe-
ratura inicial T, colocado en un ambiente a temperatura T, La ecuacion
del calor (2 14) en estado transitorio con difusion radial, cn las adecuadas
condiciones de frontera es

Ty = k(Tyr + - T;) (2.15).
TOR =T, (2.16)
Tr,0)=T, 0<r<R (217)

La técnica para solucionar la ecuacién es suponer que T(1;t) = y(r)g(t),
la ecuacion se descompone en

O _ Yoo
kgie) ¥ir) '

La solucién para g(t) es resuelta de la forma usual y se obtiene
g(t) = e™ La solucién para la ecuacién eny es

1
¥'(r)+ ;_y“[rj = —=Ay(r).
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Aplicando las condiciones de frontera nosotros tenemos las solu-

ciones
O

T(r.t) = Z L] {z%] (2.18).

n=1

Los coeficientes se obtienen aplicando las condiciones iniciales.

Una aproximacion de la ecuacién (15) se genera al tener el primer
término el cual es
. _ - Akt r
T(r,6) = e, (%) (219)
donde la funcién f(t) = cle'“‘f representa la temperatura de la linea
central. Esto quiere decir que un enfoque adecuado para estudiar el mo-

delo del cambio de temperatura en el interior del cilindro consiste en es-
tudiar la temperatura en el centro del cilindro.

La ecuacién (2.19), la podemos escribir como
L
flt)=(T; —Tyle (2.20),

2 e

donde 1 = [ﬁ) -

Aligual que en la seccidén anterior se desarrollan métodos numéri-
cos para solucionar las ecuaciones (2.15)-(2.17).

El método numérico explicito consiste en sustituir la funcién incég-
nita T(r,t) por las aproximaciones de las derivadas parciales que se gene-
ran de la serie de Taylor correspondiente:

Ty(ritn) = ,_;,,+,£:1-._,_, b} (2.21)
T, [,]-,‘.rr.'::l - Tlrll-:.:II]_:LJ;.E::-;:“]-'-T(IJ1".:“:. (222)

Las ecuaciones (31) y (32) generan una version discretizada del mo-
delo EDPcil, al sustituir estas ecuaciones se generan las relaciones recur-
sivas correspondientes:
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T = TE S - TS T - 2rf 4T (223)
kel ook K ad K &t — &
T.I = "r! SrAF [ 1 || [Ar 'I-l [T;H JT_I ""T,l-:] (2-24)
A kA
T = T+ e [Ty = Tl [Ty = 2T + Ty (229)

LT . . .
Si 5= R las relaciones recursivas se pueden condensar en el si-

guiente sistema de ecuaciones, para n=3:

'I = 5 + ':I
———8& —=T85
% [~ 1 0 1
S_E_j- 1-2s S+E_j TFY | + p =| 1
s T:;-H ED(.-E__] + 5] Tﬂk
0 §—=— 1-15
2

Solucionar el modelo matematico para el comportamiento térmico
del dispositivo sin uso de electricidad es equivalente a solucionar el ante-

rior sistema de ecuaciones.

El planteamiento para el método numérico implicito es equivalente
a las siguientes aproximaciones:

S s+l el g el
=T - k-":'r:l = 217 + T
At {Ar)?

Usando la ecuacién (2.26), el modelo se genera la relaciéon recursiva:

(2.26)

K+ * et 1 5 k1 _ Tk
T+ [_S_E]-'-Tf_t [—s+5]+?} M1 +25] =T

Donde el sistema de ecuaciones para el vector de temperaturas T¢
paraelcason=3es:

= . . ¥ L
1+ T + 5 T 5 L] Tlll: ] .r.;‘-+|
£ £
-5 + i l+2s =—35-— T T |+ II][—EE -8 =|rt | (2.27)
0 —s= 1425 | VT 2] (e






