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Resumen

Que la geometria es una ciencia, no hay dudas. Es, ademas, una ciencia formal. Sin embargo, ¢, cuanto
de formalismo hay en ella y cuanto de formalismo exige el programa de esta disciplina en la formacion
del profesor de Matemética? Este trabajo aborda, desde una perspectiva argumentativa, algunas
cuestiones que fundamentan la geometria que se estudia hoy. Su propdésito, entonces estriba en
determinar las posiciones teoricas sobre las que se debe sustentar la geometria como ciencia formal,
pasando por el prisma de su adecuacion para la ensefianza.
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Abstract

That the geometry is a science, there are not doubts. It is also, a formal science. However, how much
of formalism there is in her and how much of formalism it does demand the program of this discipline
in the formation of the Mathematics's teacher? This work approaches, from an argumentative
perspective, some questions that they base the geometry that today is studied. Its purpose, then rests
in determining the theoretical positions on those that should be sustained the geometry like formal
science, going by the prism of its adaptation for the teaching.

Keywords: Geometry; Axiomatic system; Teaching of the geometry

Introduccion

Ensefiar geometria, con todos los retos que ello implica, se ha convertido en un desafio para los
docentes de Matematica a todos los niveles. Como aprenderla, es el desafio mayor para cada
estudiante. Y es que su formalismo y exigencia en los niveles de abstraccion, son muy altos. Como
ciencia formal, exige de un rigor que pocas areas de la Matematica exigen, mas si se pretende dar una
vision axiomatica de esta ciencia con los acomodos didacticos que necesita su ensefianza.

Modelos de ensefianza como los de Van Hiele, a partir de establecer niveles concretos de
razonamiento, son factibles, si el docente comprende que cada nivel de ensefianza impone tareas
concretas a superar y que no es posible pasar de un nivel a otro, sin resolver los desafios del anterior.

Comprender (y aprender) a resolver problemas de demostracion o célculo en la geometria, es una
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tarea esencial durante la ensefianza de la Matematica. Las técnicas y procedimientos que ofrece la
geometria, son diferentes para cada situacion concreta. Es por eso que se necesita, por parte de los
docentes, incorporar nuevos enfoques en la ensefianza de la geometria. Resolver ejercicios tan
cotidianos como la demostracion de hecho de que los angulos alternos internos formados al cortar una
secante a dos rectas paralelas son iguales, no siempre es tarea facil. Sin embargo, la escuela no exige
gue estos hechos se demuestren, quedando este resultado como una informacion valiosa a utilizar en
la solucién de ejercicios, sin mayores implicaciones que su aceptacion como cierta a partir de su
definicion. Y, por regla general, se olvida que este hecho es demostrable, de manera muy simple,
usando los axiomas de Hilbert, por ejemplo.
Este trabajo aborda, desde una perspectiva argumentativa, algunas cuestiones que fundamentan la
geometria como ciencia formal y los fundamentos y necesidad de su estudio en la escuela. Su
proposito, entonces estriba en determinar las posiciones tedricas sobre las que se debe sustentar la
geometria como ciencia formal, pasando por el prisma de su adecuacion para la ensefanza.
l. La geometria como ciencia formal
Es muy dificil aportar una definicion formal de ciencias formales. Aqui solo se caracterizara. Las
ciencias formales establecen el razonamiento I6gico, se ajustan y trabajan con ideas creadas por la
mente; su meéetodo de trabajo es la logica deductiva. Un ejemplo es la geometria, a partir de la
implementacion en ella del método axiomatico para su construccion.
Los dos modos de demostracion mas frecuentes usados por las ciencias son la induccion y la
deduccion, este ultimo es el modo que usan de manera casi exclusiva las ciencias formales. La
deduccion es un proceso de razonamiento que va de unas premisas generales a una conclusion
particular.
Para los efectos de este trabajo, se entendera por demostracion como una prueba logica, nunca
empirica, de una proposicién. En geometria, como en cualquier area de la matematica, la verdad de
las proposiciones tampoco se demuestra experimentalmente. En este caso, una prueba légica es un
“sefialamiento” de las implicancias entre un conjunto de proposiciones llamadas “axiomas” y otras
proposiciones llamadas “teoremas” que deben demostrarse.
El ideal metodolégico de la geometria, como ciencia formal, se basa en constituirse en un sistema
axiomatico, que esta compuesto de los siguientes elementos:
1. La exposicion contiene un sistema de términos propios del lenguaje de esta ciencia: elementos,
relaciones entre elementos y operaciones a realizarse con los elementos. Estos, con toda
intencién, se eligen como términos no definidos. Estos son los Elementos, las Relaciones y las

Operaciones Primitivas del discurso, y todas ellas se engloban bajo el nombre de Conceptos
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Primitivos.

2. Todos los demés términos y sus relaciones se tienen que definir explicitamente por medio de los
conceptos primitivos y las relaciones entre ellos.

3. Esta exposicion es contentiva, ademas, de otros enunciados relacionados con los conceptos
primitivos que a propasito se eligen sin demostracion. Estos se llaman Axiomas.

4. Todos los demés enunciados, relacionados tanto con los términos primitivos como con los nuevos
conceptos y relaciones definidos, se deducen l6gicamente de los axiomas. Estos son los llamados
Teoremas.

El prototipo de esta exposicion axiomatica son los Elementos de Euclides. En los Elementos, la
geometria, hasta entonces un conjunto de reglas, casi siempre empiricas, para medir o dividir figuras,
se convierte en ciencia deductiva. Esta es una de las formas en que el conocimiento empirico pasa a
ser conocimiento formal y, en la geometria, asi sucedio esta primera vez, nunca antes de Euclides.
Para Euclides los axiomas tienen un caracter general, mientras que los postulados son considerados
como los puntos de partida especificos de cada ciencia. Ambos son considerados verdades evidentes
gue no tienen necesidad de demostracion. Sin embargo, no hay claridad en la respuesta a la pregunta:
¢, Qué se entiende hoy por verdad evidente? Al leer los Elementos, pareciera ser que para Euclides
esas verdades, las entendia como “enunciados verificables”. Hoy en la geometria no se puede hablar
de ellas, sino de “verdades logicas”. Solo se sefala al respecto que son enunciados tautoldgicos, es
decir, necesariamente verdaderos, mientras que los enunciados empiricos, que son los llamados
verificables, seran eventualmente considerados como verdaderos. En estos términos, su verdad deriva
de su verificacion.

En los tiempos de Euclides se hablaba de verdad evidente, bajo el entendido de que se esta diciendo

que cualquier persona puede ver la verdad de sus enunciados. Sin embargo, el concepto “evidente”

es muy relativo: lo que es evidente para un sujeto, puede no serlo para otro, y viceversa. Pero siendo
asi, el subjetivismo que si es evidente en estos casos, al menos pone en dudas la concepcion de
verdad evidente.

Tomese, por ejemplo, el V postulado de Euclides, enunciado en su forma original: Postulese... Y que,

si una recta al incidir sobre dos rectas hace los angulos internos del mismo lado menores que dos

rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontrardn en el lado en el que estan los
menores que dos rectos.
Al leerlo tal y como lo escribié Euclides y dentro de su contexto, se observa que el V postulado es

mucho mas complicado en su formulacion que los otros cuatro. ¢Es evidente? No tanto. Euclides
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mismo no se sirve de él en sus primeras 27 proposiciones, como si intuyera la problematica de fondo.
Pero, ¢ esrealmente el V postulado independiente de los otros cuatro, o bien puede deducirse de ellos?
Precisamente lo complicado del mismo hizo pensar a muchos matematicos que se trataba de un
teorema, por lo que se realizaron numerosos intentos, infructuosos, para demostrarlo. Justamente
estos esfuerzos, como desembocaron en las geometrias no euclideas.
Euclides ya no es la ultima palabra en geometria, puesto que se pueden construir nuevos sistemas
geométricos empleando axiomas distintos, e incluso, incompatibles con los suyos. La conviccion de
que los axiomas pueden establecerse en virtud de su autoevidencia no tiene, hoy, ningtn fundamento
serio.

Il. Muchas geometrias
Y bien, como se observa del apartado anterior, en la geometria también hubo sus crisis, y de hecho
salidas de estas que aportaron nuevos conocimientos a la ciencia geometria y también nuevas
geometrias a la ciencia. Hoy, en la geometria como sistema formal, los axiomas no tienen
caracteristicas de auto-evidentes, son simplemente premisas, puntos de partida para el desarrollo de
resultados posteriores. En este sentido, de las proposiciones que se concluyen de los axiomas por
medio de reglas logicas, diremos que son formalmente validas, es decir, que existe una filiacion logica
entre los axiomas y dichas conclusiones.
El mérito esencial de Euclides consisti6 en que sistematizé y axiomatizd los conocimientos
geomeétricos mas importantes de su tiempo, dandoles un caracter formal, bajo el supuesto de que su
geometria reflejaba las propiedades del mundo real.
Definié conceptos como “punto”, “recta” y “plano” para, a continuacion, enunciar los “axiomas” que
relacionaban estos conceptos. Todo aquel que entendiese, por “punto” y por “recta”, lo mismo que
Euclides parecia razonable que aceptase como verdadero el axioma de que “por dos puntos pasa una
Unica recta”. Los axiomas de Euclides pretendian describir las propiedades del espacio de una forma
‘evidente” y sistematica. El éxito de Euclides fue tal, que su libro, “Elementos”, fue un paradigma de
modelo de conocimiento.
El método axiomatico, en la Matematica, surgié alrededor del siglo V a. n. e. con un caracter muy
constructivo y material. Posteriormente, a comienzos del siglo XIX los estudios sobre los fundamentos
de la Geometria Euclidiana motivaron un cambio en las consideraciones del método y ya a fines del
siglo XIX los trabajos de David Hilbert y su escuela formalista lograron un alto nivel de efectividad y
rigor en su utilizacion.
Es decir, el método axiomatico en la geometria pasé en su desarrollo por tres periodos:

El primero, llamado periodo de la axiomatizacion material o constructiva, que se extiende desde el
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periodo de establecimiento de la matematica como ciencia en la antigua Grecia (sigloV — IV a. n. e.)
hasta el siglo XIX. En todo este periodo se entendia como axioma toda proposicion matematica
perfectamente evidente, intuitivamente clara para todos, y, por tanto, no necesaria de demostracion.
El segundo periodo es el de la axiomatizacion semiformal, comprendido desde la formacion de las
primeras geometrias no — euclideanas a comienzos del siglo XIX, hasta que a finales del mismo siglo
David Hilbert promueve las consideraciones mas rigurosas de su programa. En esta etapa los axiomas
se trataban como proposiciones de la teoria, las cuales, en una construccion dada, se toman como
puntos de partida, independientemente de que ellos sean simples, evidentes o intuitivamente claros
para todos, perdiendo asi su caracter de verdades absolutas.

Y el tercer periodo, denominado el de la axiomatizacion formal, que esta relacionado con el programa
formalista de fundamentacion de la matematica, desarrollado por David Hilbert y su escuela, a partir
de la dltima década del siglo XIX. El concepto de axioma posee un riguroso caracter formal, es decir,
en el calculo formal, los axiomas ya no constituyen proposiciones primarias de una teoria cientifica
concreta, sino un determinado conjunto de férmulas no demostrables de la teoria.

En la época actual se ha logrado realizar un riguroso andlisis l6gico de los sistemas de axiomas,
precisandose las reglas de inferencia y las reglas fundamentales de la construccion de tales sistemas,
es por ello que el método axiomatico es uno de los métodos cientificos generales mas extendidos en
el conocimiento y sobre todo para la estructuracién deductiva del saber ya obtenido.

En 1889, Hilbert publica su obra (Fundamentos de la Geometria. Pretendié con eso, y lo logro, sustituir
los clasicos axiomas de Euclides, a partir de axiomatizar la geometria euclidea reduciendo al maximo
los elementos basicos necesarios (conceptos primitivos) para su construccion y demostrando la
consistencia e independencia de los axiomas empleados. Asi presenta los 21 axiomas expuestos en
cinco grupos:

Grupo 1: Axiomas de enlace (mas comiunmente, axiomas de pertenencia),

Grupo 2: Axiomas de ordenacion (mas comunmente, axiomas de orden),

Grupo 3: Axiomas de congruencia,

Grupo 4: Axioma de las paralelas y

Grupo 5: Axiomas de continuidad.

Es interesante que no se pretende declarar de antemano la verdad de los axiomas propuestos, ni se
pretende tampoco un apoyo en intuiciones que permita la reconstruccion de la geometria. Los axiomas
explican las relaciones mutuas entre los conceptos basicos, que son llamados por Hilbert punto, recta,
plano y las relaciones entre ellos se designan por: esta entre, es congruente con e incide. Como puede

observar, los términos empleados son los clasicos, en esta construccion semiformal, lo que se exige
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es que se abstengan estricta y explicitamente a lo que se dice de ellos y no emplear el significado
intuitivo que se les atribuye en la geometria de Euclides. En definitiva, Hilbert evita las debilidades
identificadas en la construccién de Euclides, cuyos trabajos seguian siendo usados como libro de
texto en aquel momento. El enfoque de Hilbert marcé el cambio al sistema axiomatico moderno. Los
axiomas no se toman como verdades evidentes. La geometria puede tratar de cosas, sobre las que
tenemos intuiciones poderosas, pero no es necesario asignar un significado explicito a los conceptos
indefinidos. Como dice Hilbert, los elementos tales como el punto, la recta, el plano y otros, se pueden
sustituir con mesas, sillas y otros objetos. Lo que se discute son sus relaciones definidas. Los axiomas
unifican la geometria plana y la sélida de Euclides en un Unico sistema.

Para Frege los axiomas son enunciados cuya verdad es dada inmediata, desde la intuicién. Para

Hilbert “si los axiomas dados arbitrariamente no se contradicen entre si, entonces son verdaderos y

las cosas definidas por los axiomas existen. Este es para mi el criterio de verdad y existencia”’ (Frege,

1980, p. 40)

lll. Los sistemas axiomaticos y los modelos

En este apartado se centrara la atencion en mostrar como se estudian las tres propiedades mas

importantes de los sistemas axiomaticos: la consistencia, la independencia y la completitud, aunque

en lo que respecta a la tercera propiedad, se dara solamente la definicion y un criterio, que deben de
cumplir los sistemas para tener dicha propiedad.

Todas estas propiedades seran analizadas por medio de otro concepto: el concepto de Modelo, muy

ligado con los sistemas. Para ello deben considerarse tres elementos esenciales:

1. Una interpretacion de un sistema axiomatico, es una asignacion de significados a los términos
primitivos del sistema, de tal modo que los axiomas se convierten en proposiciones (es decir, en
verdaderos o falsos).

Una interpretacion que hace verdadero un postulado, diremos que Satisface tal postulado.

3. Una interpretacion la cual satisface todos los postulados de un sistema axiomatico, diremos que
es un Modelo para el conjunto de postulados, o para el sistema.

Es claro que no cualquier interpretacion es un modelo, e igualmente claro, es que un sistema

axiomatico podria tener ninguno, uno o varios modelos.

Debido a que, los teoremas son deducidos a partir de los postulados, por (F), y los métodos de

demostracidon estan basados en leyes logicas, no es posible que enunciados verdaderos, en un

modelo dado, impliquen enunciados falsos, entonces un modelo satisface los teoremas de un sistema

7 Fragmento de una carta de Hilbert a Frege en la mencionada polémica sobre la naturaleza de los conceptos bdsicos. Fue publicada
por Frege en 1980.
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axiomatico.
Sea el sistema axiomatico SA1, en el que los conceptos basicos son: los elementos: puntos y rectas,
la relacion entre elementos: sobre y el conjunto de axiomas es el siguiente:
A;. Existe al menos una recta.
A,. Si | es una recta, entonces existen al menos tres puntos sobre |.
As. Si | es una recta, entonces existe un punto P que no estéa sobre I.
A4. Si Py Q son dos puntos cualesquiera, entonces existe solo una recta que pasa por Py Q.
Noétese que se ha usado un sinénimo para la relacion sobre: Si un punto P esta sobre una recta I,
entonces diremos indistintamente: | pasa a través de P, | pasa por P, | contiene a P, P es un elemento
de |, entre otros.
A5. Sily m son dos rectas, entonces existe al menos un punto P el cual esta contenido en las dos, en
[y m.
Obseérvese este modelo que ilustra la consistencia de este sistema. Considérense las ternas de letras:
{A, B, X}, {A, C, Z},{A, D, Y}, {B, C, Y}, {B, D, Z}, {C, D, X} y {X, Y, Z}.
Sea entonces, la siguiente interpretacion:

1. Se entendera por punto cualquiera de las letras A, B, C, D, X, Y, Z;

2. Se entendera por recta a cualquiera de las ternas mencionadas;

3. Se interpretara la relacion sobre por pertenecer.
Esta interpretacion asi dada, es un modelo para el
sistema de axiomas dado.

Observe la siguiente figura, donde se muestra un

cuadrangulo. En ella, el cuadrangulo completo ABCD, con
sus tres puntos diagonales, X, Y, Z, las seis rectas
determinadas por los vértices y otra recta que es la que

une los puntos diagonales.
Es posible que el modelo referenciado mas que ayudarlo, lo haya confundido. Eso es normal. Por
ejemplo, scomo “leer” la recta XYZ? Y es que, al hablar de rectas, en el cerebro de un lector no
entrenado, intuitivamente se representa la recta que cominmente conoce como la recta euclidiana.
Considere lo expuesto arriba acerca de que, por conceptos primitivos o basicos, puede interpretarse
literalmente cualquier cosa. Y como se puede comprobar, cada uno de los axiomas son comprobables
en este modelo.

Entre paréntesis, el hecho de que esto ultimo sea de esta manera, 0 sea que, por punto, por ejemplo,

se pueda interpretar cualquier cosa, despoja a la geometria de su caracter realista, de ser el reflejo de
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la realidad, acentuando su caracter abstracto cuando se construye formalmente. Una manera de
modelar los 8 axiomas de incidencia de Hilbert, es a partir de observar un tetraedro como modelo de
este subsistema de axiomas.
Aqui deben hacerse las siguientes consideraciones:

1. Interprétese punto por vértice.

2. Interprétese recta por lado.

3. Interprétese plano por cara.

4. Interprétese pertenece por pertenece o pasa.
Siendo asi, es facil verificar. Como se hace en la siguiente tabla, que los 8 axiomas de incidencia de
Hilbert se cumplen.

Elementos basicos: Vértice (Punto), Lado (Recta), Cara (Plano) y Pasa

Axiomas de pertenencia
l.1.] Por cualquier par de vértices pasa un lado.
l.2.] El lado que pasa por cualquier par de vértices es unico.
I.3.] En cada lado hay al menos dos vértices. Hay al menos tres vértices que no estan
l.4.] Para cualquiera sean tres veértices, existe una cara. En cada cara hay al menos
1.5.] Para cualquiera sean tres vertices, existe una cara uUnica. En cada cara hay al
1.6.] Si dos vértices pertenecen a una cara, entonces el lado entero pertenece a esa
[.7.] Si cualquiera de las caras tiene un vértice comun con otra cara, tiene un lado
|.8.] Existen al menos 4 vértices que no pertenecen a una cara.
Un Sistema Axiomatico, o un subsistema de un sistema, tiene que ser consistente. Esto ocurre cuando

no existen dentro del sistema, dos axiomas o un teorema y un axioma 6 dos teoremas que se
contradigan. Una definicion equivalente, es que dos enunciados contradictorios, no puedan ser
deducidos légicamente de los postulados.

Se insiste en que esta propiedad no solo es deseable es que es absolutamente necesario para un
Sistema Axiomatico el ser consistente, sin esta propiedad el sistema no tiene sentido, y, por ende,
seria innecesario considerar cualquier otra propiedad.

Surge inmediatamente la pregunta ¢Cémo podemos saber que un Sistema Axiomatico es 0 no
consistente? De la definicién deducimos que tendriamos que probar que es imposible que un teorema
0 un axioma, contradiga a otro teorema 0 a un axioma.

Si de alguna forma se supiera que de un conjunto de axiomas se han deducido todos los teoremas,
podriamos verificar a pie la no-contrariedad, pero a pesar de esto, podria ocurrir que la lista fuera
tan grande o que los teoremas fueran tan complejos y sutiles, que una contradiccion, podria

permanecer entre ellos. Por otro lado ¢ Cédmo se probaria o cOmo se sabria que todos los teoremas
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estan en la lista?

En la mayoria de los Sistemas, al menos los de mayor interés, el conjunto de teoremas no esta
completamente determinado y de aqui que no exista garantia alguna de que, si hasta cierto momento
no se ha encontrado una contradiccion, mas adelante no se halle.

¢, Qué hacer entonces? Existen métodos indirectos para probar la consistencia de un Sistema
Axiomatico. El método de mas éxito hasta ahora inventado es el de modelos. ¢ Podria existir un
Sistema Axiomatico que tuviera un modelo y ser al mismo tiempo inconsistente? La respuesta es
NO. Ya que si un sistema fuera inconsistente existiran dos enunciados contradictorios, por
ejemplo, Sl y No-SI, los cuales serian satisfechos por el modelo, es decir, serian los dos al mismo
tiempo verdaderos lo cual es imposible.

¢ Qué le ocurriria al sistema si en efecto un axioma fuera un teorema? Si esto ocurriera el problema no
es grave, lo peor que puede ocurrir es que no encontremos la prueba de tal axioma y lo que podemos
hacer es dejarlo en la lista de postulados. En caso contrario, es decir que encontraramos una
demostracion, bastaria quitarlo de la lista.

Entonces, es conveniente formalizar esta propiedad.

La independencia de un sistema axiomatico es deseable, pero no imprescindible. Esta caracteristica
se refiere a que el sistema axiomatico no admite la eliminacidén de ninguno de los axiomas conservando
el mismo conjunto de consecuencias. Ahora bien, es evidente que no solo se debe aplicar esta mejora
en la docencia, existen muchas otras herramientas utiles en el proceso de ensefianza-aprendizaje.
lll. La geometria en el nivel medio de ensefianza de la Matematica

Es importante, por dltimo, entender y responder la siguiente interrogante: ¢Deben aparecer los
fundamentos de la geometria en el nivel medio de ensefianza de la Matematica?

Como se ha podido leer arriba, los Fundamentos de la Geometria se basan en la definicién de un
grupo de elementos que se denominan primitivos, un sistema de axiomas que describen las relaciones
entre ellos y con los que se construyen y demuestran todos los conceptos geométricos a partir de ahi.
Su mayor valor, se centra en ser solido en sus bases. Sin embargo, es lento y a veces complicado en
su desarrollo, pues exige, verdaderamente y si se quiere ser consecuente con su aplicacion, que todas
las definiciones y los teoremas que se derivan de su sistema axiomatico, sean deducidos del mismo,
sin otras contaminaciones. A esto se suma el hecho de las complicaciones didacticas para trasmitir al
alumno de secundaria la necesidad de fundamentar razonamientos que para él son evidentes por
intuicion o por la observacion directa en un dibujo, por ejemplo.

Entonces, este estudio se debe hacer, y se hace, a nivel de la ensefianza de la disciplina geometria

en la formacion de profesores de matematica en el Segundo afio de la carrera. Y para estos

220



estudiantes, es dificil de asimilar esta construccion de la geometria, entonces para el nivel de

educacion secundaria basica. No se puede o al menos seria muy parcializado y truncado, impidiendo

asi ser estricto con tal construccién. La geometria, a partir de su ensefianza en la escuela, debe
garantizar un tipo de pensamiento estructurado que le permita al estudiante de secundaria basica,
ubicarse espacialmente. Esto Ultimo se refiere, basicamente a la manera en que un individuo percibe

y organiza el espacio que lo rodea para estudiarla y transformarla. Esto implica que los alumnos:

- Comprendan que, bajo determinadas condiciones, resultados propios de la geometria axiomatica
resuelven problemas considerados muy dificiles con el enfoque analitico, o por lo menos, pueden
simplificarse considerablemente.

- Aprendan a razonar geométricamente, lo que les facilitaria modelar los objetos geométricos a partir
del papel, lapiz, regla, compas.

- Se hagan a la idea de que un resultado o argumento de geometria axiomatica ofrece una mayor
comprension geométrica que ayuda a entender el espacio tridimensional.

- Entiendan que problemas comunes o resultados ya establecidos en la geometria escolar, son
deducibles de manera muy simple, con argumentos de la geometria axiomatica. Un ejemplo simple
se da en el siguiente ejercicio: demuestre que si una recta corta a una de dos paralelas, entonces,
corta a la otra. Este es un ejercicio “evidente”, por intuicion y aprendido por su uso frecuente como
evidente. Sin embargo, demostrable desde la geometria axiomatica de forma breve (y necesaria).

Si se coincide en que es necesario introducir en secundaria determinado nivel de rigor en las

explicaciones, demostraciones y justificaciones geomeétricas. Pero esto no implica la explicacion a los

alumnos de qué es un sistema axiomatico formal ni sus implicaciones y deducciones rigurosas. No
obstante, es una necesidad, por asunto de elevar el rigor deductivo de la geometria y evitar, lo mas
posible, su ensefianza intuitiva, introducir ciertos puntos de partida como los establecidos por Hilbert.

La ausencia de estas cuestiones en la ensefianza de la geometria, para este autor, implicaria una falta

de rigor que pondria en dudas el caracter deductivo-inductivo de una clase de Matematica.

Sin tratar de ser absolutista ni empoderar una ciencia sobre otra, la matematica y, por ende, su

ensefianza, a diferencia de otras ciencias, necesita desarrollar en los alumnos, competencias para

demostrar resultados matematicos con herramientas matematicas. Esto hace que aprender a

demostrar haya sido siempre, uno de los principales objetivos de la ensefianza de la matematica a

todos los niveles de ensefianza.

Los llamados perfeccionamientos educativos en Cuba, no han resuelto el hecho de especificar la

necesidad de la demostracion matematica, y la geométrica. Los textos son mas gruesos, pero las

demostraciones matematicas mas exiguas y menos exigidas aun. Y se han tenido, muchas veces, sin
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el consenso generalizado de los docentes de Matemética en la escuela cubana (esto se deja a un
determinado grupo de docentes, todos cualificados, pero no siempre vinculados a la docencia en la
escuela media de esta ciencia en la llamada Subcomisién Nacional de Matematica del Ministerio de
Educacion), posturas extremas, tanto a favor como en contra de la demostracion en la ensefianza de
la Matematica.

Sin embargo, hoy existe consenso internacional entre profesores de matematica sobre la necesidad
de que los estudiantes terminen la ensefianza basica con la comprension tedrica y practica de la
importancia y la necesidad de la demostracion en matematica. Esto implica consenso en la importancia
y la necesidad de desarrollar en los estudiantes un pensamiento deductivo, dejando el aprendizaje de
la demostracién formal para el bachillerato y la universidad.

Se hace necesario entonces ahondar en las estrategias para lograr que los alumnos de la ensefianza
media practiquen y entiendan la matemética y, especialmente el razonamiento deductivo matematico
como una herramienta de razonamiento deductivo, util para el logro de tal pensamiento.

En efecto, demostrar en la ciencia historia, no es lo mismo que demostrar en la ciencia matematica.
Aun cuando se comprende que una demostracion es una secuencia de argumentos en ambas
ciencias, los argumentos deductivos que deben se expresan mediante el lenguaje de la matematica,
hacen que las diferencias en el desarrollo de la habilidad demostrar en ambas ciencias, sea diferente.
Ejemplos pueden citarse muchos, pero desbordan las intenciones de este articulo.

Del mismo modo es un hecho que en el lenguaje que usa la matematica, como en cualquier otro
lenguaje, las formas de expresion son de una importancia capital. Es por ello que una de las tareas
mas importantes del profesor de Matematica a nivel de Secundaria Basica es el prestar la debida
atencion a que los estudiantes se expresen con la correccion adecuada a sus posibilidades y estilos
reales de aprendizaje. Sin embargo, debe observarse con celo profesional que no se rompa el
equilibrio debido entre intuicion y el caracter formal de la matematica, en particular, el caracter
deductivo de la geometria. Esta tarea se traduce en mantener el adecuado equilibrio entre permitir a
sus alumnos usar un vocabulario intuitivo, que les resulta mas facil y proximo, y el progresivo
aprendizaje de los términos matematicos correctos, parta su aplicacién en tareas que exigen de la
deduccion.

Hoy, también es una realidad palpable de la praxis cuando se ensefia geometria a todos los niveles
educativos, incluyendo el nivel superior, la omisién de temas o contenidos de ensefianza “engorrosos”
para gque los estudiantes los asimilen. Sirva de ejemplo, lo siguiente. Ante la incomprension por parte
del profesor de los elementos antes mencionados, en la Educacion Superior, donde se deben ofrecer

al futuro profesor de Matemética las herramientas que aporta la geometria construida de manera
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axiomética, se procede al tratamiento de la Geometria escolar desde lo operativo de los temas
abordados, propiciando asi, le tendencia a la ejecucion, sin aportar a la tendencia a la deduccion, que
se exige en los programas de geometria en este nivel de ensefianza.

El profesor Van Hiele ofrece u modelo de aprendizaje de la geometria estructurado en cinco niveles,
todos a tener en cuenta, si se quiere apartarse de la ensefianza mecéanica de la geometria, ausente
de la mencionada tendencia a la ejecucion. Estos cinco niveles de razonamiento son los siguientes:
reconocimiento o visualizacion, analisis, ordenacion o clasificacion, deduccién formal y rigor.

La diferencia entre estos niveles se manifiesta en el grado de abstraccibn que requieren los
razonamientos a €l asociados. El nivel superior se refiere al quinto nivel y cada nivel superior exige un
razonamiento deductivo mas complejo que el anterior. De esta forma, pasar de un nivel inferior a otro,
exige el vencimiento de las competencias normadas en el nivel inmediato inferior y por ende, mientras
no se produzcan aprendizajes propios de un nivel, no pueden adquirirse los aprendizajes del siguiente.
Los aprendizajes asociados a cada nivel, expresados en conceptos, procedimientos y consecuente
desarrollo de un lenguaje especifico, entre otros, sientan las bases para la formacién y desarrollo de
las competencias que mejoran el pensamiento deductivo del estudiante y que permiten aprendizajes
mas complejos y significativos del siguiente nivel. Estos niveles son:

Reconocimiento: El razonamiento es visual y fisico, basicamente intuitivo. Los elementos o partes de
una figura geométrica que se identifican, lado de un poligono, por ejemplo, no tienen necesariamente
un caracter de ente matematico, sino que se perciben Unicamente como elementos observables. En
este nivel, el razonamiento de los alumnos es basicamente descriptivo de lo que observa en las figuras
u objetos geométricos. En consecuencia, en este nivel los estudiantes no desarrollan razonamientos
matematicos, ni se les puede exigir todavia realizar demostraciones, pero aun asi, es una necesidad
gue expliquen sus respuestas que ofrecen.

Andlisis: Justamente en este nivel, comienzan los primeros pasos para el inicio del razonamiento
matematico y con este, el pensamiento deductivo geométrico. Ahora las figuras geométricas, sus
elementos y sus propiedades ya poseen un caracter matematico. Aan los razonamientos de los
estudiantes son inductivos, al basarse en la observacion o manipulacion de entes concretos y a partir
de los cuales, se generalizan propiedades matematicas de estos entes. También la demostracién de
propiedades observables de manera intuitiva posee un caracter empirico. Esto implica entender, por

parte del estudiante y del profesor, que no se esta en presencia de demostraciones verdaderas sino
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de comprobaciones de que la conjetura se verifica en una cantidad pequefia (observable adn), de
ejemplos.

Clasificacion: Se inicia el razonamiento matematico Iégico-deductivo. Los estudiantes de este nivel
aprenden a diferenciar los elementos de un enunciado (hipétesis y tesis). En esto ayuda el aprender
por parte del estudiante y el exigir, por parte del profesor, de la escritura de los teoremas o ejercicios
de demostracion, en la forma Si..., entonces... Ya se entiende en este nivel el concepto de
dependencia logica de una propiedad respecto de otra. Se debe notar, y trabajar en esta direccion
para su correccion permanente, que todavia sus razonamientos y demostraciones, aunque deductivos,
tienen un caracter informal. Esto es deducible en la dependencia, aun latente, en su necesidad de
apoyarse en la manipulacion de un ente o ejemplo concreto que lo guia en la creacion de la
demostracién y en su incapacidad para escribir demostraciones formales y usar la simbologia
matemética formal.

Deduccion formal: Es en este nivel de razonamiento donde se comprende la ventaja y la importancia
del razonamiento logico-deductivo formal sobre las formas de razonamiento tipicas de los niveles
anteriores. La geometria aqui, juega un papel determinante, dado su contenido tan abstracto. Entonces
aqui ya los estudiantes pueden entender la estructura de un sistema axiomatico y el papel de cada
elemento (términos primitivos, axiomas, definiciones, teoremas). De igual manera son capaces de
realizar razonamientos totalmente abstractos, desligados de ayuda concreta o referencia a la realidad
y basados s6lo en la manipulacion de las definiciones o teoremas aceptados de acuerdo con las reglas
de la l6gica formal, asi como de escribir demostraciones formales.

Rigor: Este es el nivel maximo de abstraccion en el razonamiento geomeétrico. La diferencia mas
marcada respecto al nivel anterior se manifiesta en la formaciéon y desarrollo de competencias para
trabajar en sistemas axiomaticos diferentes (geométrico como el de Hilbert, aunque no se le enuncie
como tal, o aritmético, como el de Peano para la formacién de los nimeros naturales, aunque tampoco
se de en el nivel de secundaria Basica con el rigor y la formalidad que se debe exigir en el nivel
superior). Por otra parte, esta diferencia debe ser observada a partir de la comprension del hecho
indiscutible de que la verdad o falsedad de una proposicion mateméatica no es absoluta, sino que
depende de la visibn amplia o estrecha sobre la realidad y las relaciones matematica-realidad que
posean tanto el profesor como el alumno. Conlleva también aceptar como ciertas, demostraciones
contrarias a la intuicién y sentido comun, si el argumento es valido.

En el nivel superior, el estudiante es capaz de comprender las propiedades de que puede gozar un

sistema deductivo, como la consistencia, la independencia y la completitud de los postulados y sus
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implicaciones para deducir nuevas propiedades a partir de sus axiomas. Incluso, este nivel permite a

los estudiantes la comprension clara de la existencia de otras y nuevas geometrias

Conclusiones

1. Si bien es una necesidad la formalizacion de la geometria y el desarrollo del pensamiento

deductivo de los estudiantes durante el estudio de esta ciencia en la escuela, no es posible, en el
marco de este nivel de ensefianza, ensefiar a deducir todo lo que se debe deducir en geometria.
Por tanto, no debe considerarse este asunto como una aspiracion inmediata, lograble s6lo en
determinados estudiantes de la educacion Superior.

El modelo de Van Hiele ofrece una alternativa de estructuracion de la ensefianza de la geometria
a lo largo de la vida escolar del estudiante a partir de niveles, logrables en la misma medida que
se verifiquen desde los primeros estadios de ensefianza de esta ciencia.

Una idea aceptable, en las condiciones de la educacién hoy, puede ser un objetivo razonable de
aprendizaje es que los estudiantes inicien la adquisicion del segundo nivel de razonamiento al
comienzo del segundo ciclo de Primaria, que debe ser continuado en los niveles de secundaria
basica y Preuniversitario con los niveles 2 y 3 y los de niveles superiores, como la formacion de
profesores de matematica, iniciar la toma de contacto con el cuarto o quinto (en dependencia de

las posibilidades reales de cada estudiante), niveles de razonamiento.
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