1.16
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES, VINCULO ENTRE LOS METODOS EXACTOS Y
NUMERICOS PARA SU SOLUCION
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES, VINCULO ENTRE LOS METODOS EXACTOS Y
NUMERICOS PARA SU SOLUCION
Autores: M.Sc. Sergio Antonio Fernandez Morin, Profesor Asistente

M.Sc. Maria Teresa Gil Chavez, Profesora Auxiliar

Departamento de Ciencias Naturales y Exactas
Facultad de Ciencias Pedagdgicas
Universidad Agraria de La Habana “Fructuoso Rodriguez Pérez”

Correo electrénico: sergiofm@unah.edu.cu mariat@unah.edu.cu,

Localidad: Mayabeque, Cuba

Resumen

La matematica numeérica es la rama de la matematica que trata los métodos aproximados para la
resoluciéon de ejercicios y problemas. El Andlisis numérico es una reflexibn sobre los cursos
tradicionales de Aritmética, Geometria, Analisis Matematico, Algebra, entre otros, que se concreta
en una serie de métodos o algoritmos, con un numero finito de operaciones que permiten obtener
resultados numéricos a ejercicios y problemas. Unidos dialécticamente a estos estan los métodos
considerados exactos, los cuales brindan el marco tedrico necesario para la Matematica Numeérica.
Este contenido forma parte de las Matematicas superiores que reciben las carreras de ingenieria y
algunas de perfil pedagogico, formando parte de la asignatura de igual nombre: Matematica
Numeérica, considerada pues, como una ampliacion del Analisis Matematico. Entre los temas de la
asignatura citada esta la resolucién de ecuaciones diferenciales por varios métodos, partiendo del
método de Euler. Este material se centra en brindar algunas ideas de como se obtienen las
soluciones de las ecuaciones diferenciales, partiendo del vinculo entre las soluciones exactas y las
aproximadas que brinda el primero de estos métodos numéricos, asimismo se ejemplifican
problemas vinculados con la ciencia, la economia y la sociedad.

Palabras clave: ecuacion diferencial, error, método numérico, método de Euler, ecuacién estable.

Introduccion
El analisis numérico forma parte de desarrollo de las ciencias matematicas desde el surgimiento de

estas. Asi pues, el andlisis numérico es una abstraccion sobre los cursos, entre otras ramas, de
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Algebra, Geometria y Analisis Matematico con todos sus contenidos acerca de funciones, limite,
Célculo diferencial e Integral.

El andlisis numérico estd interesado en los procesos por los cuales pueden resolverse los problemas
matematicos, por las operaciones de la aritmética vinculando algoritmos, o sea, el andlisis elige del
procedimiento mas adecuado y conveniente para la solucién de un problema.

La resolucion de ecuaciones diferenciales es considerada, quizas, como la mas importante de todas
las aplicaciones de la matemética superior, cuando los cientificos de las ciencias sociales, naturales
y exactas utilizan el Calculo Diferencial e Integral, lo més frecuente es que tengan que analizar una
ecuacion diferencial que ha surgido en el proceso de modelar algun fenébmeno en estudio. Aun
cuando, con frecuencia es imposible hallar una férmula explicita para la solucién de una ecuacion
diferencial, y la solucién de esta se hace dificil o imposible por métodos exactos, los procedimientos
graficos y numeéricos proporcionan la informacién necesaria.

Al realizar un modelo matematico de un problema del mundo real se realiza a partir de un
razonamiento intuitivo acerca del mismo o a partir de leyes fisicas basadas en las evidencias
experimentales, dicho modelo , en ocasiones, toma forma de una ecuacion diferencial, es decir, una
ecuacion que contiene una funcion desconocida y algunas de sus derivadas, esto no es
sorprendente, pues un problema del mundo real puede tratar acerca de cambios de una magnitud
con respecto a otra, dichas magnitudes se pueden expresar mediante variables, y se desea predecir
el comportamiento futuro sobre la base de como cambian los valores actuales.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales son las que permiten predecir el comportamiento hoy
en dia de fendmenos y problemas de la vida diaria, la ciencia y la sociedad en general. Puesto que
por métodos exactos se pueden resolver una minima cantidad de ecuaciones diferenciales el
camino mas eficaz para resolverlas son los métodos numeéricos, que se pueden implementar, dado
el desarrollo cientifico-técnico por medio de programas informaticos traducidos en software de
computadoras, aplicaciones de teléfonos inteligentes, etc.

La resolucion de ecuaciones diferenciales forma parte del contenido de la asignatura Matematica
numérica, que se imparte en las carreras de ingenieria y pedagogia relacionadas con las Ciencias
exactas como la Matematica y la Fisica.

Entre los objetivos del programa de la asignatura estan, sistematizar el concepto de ecuacion
diferencial, aplicar las férmulas que se obtienen de los métodos que existen para resolver
ecuaciones diferenciales, asi como utilizar herramientas informaticas para la resolucion de

problemas que conllevan una ecuacion diferencial.
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Los autores de este material pretenden hacer un acercamiento a la resolucion numérica de
ecuaciones diferenciales, su relacién con los métodos exactos y mostrar algunas aplicaciones de

estas en la resolucion de problemas, que sirvan de beneficio a lectores interesados.

Desarrollo

De cursos de Analisis Matematico, se conoce el concepto de ecuacion diferencial, algunos tipos de
ecuaciones diferenciales y los procedimientos analiticos para resolverlas.

Definicion (1): Ecuacion diferencial ordinaria.

» Una ecuaciéon diferencial ordinaria (EDO) de orden n es una ecuacion que establece una
relacién entre la variable independiente “x”, la funcion y(x) desconocida y una o0 mas de sus
derivadas hasta y™ .Esta EDO puede ser expresada, respectivamente, implicita o
explicitamente como:

fy,y,y e y™)=0  a)

y® =f(xy.y,..y™V) b
La resolucion o integracion de la EDO consiste en la determinacion de las funciones y(x) que
satisfacen esta ecuacion para todos los valores de x en un intervalo (a, b) finito o infinito.
La solucion general de una EDO de orden n tiene la forma:

y = y(xc1, ey Cn)

Donde: ¢4, ¢y, ..., ¢, SON constantes arbitrarias. La seleccion de estas constantes arbitrarias la aporta
la solucion particular.

Son ejemplos de ecuaciones diferenciales las siguientes:

;_ ;2 d_y_ 2x v , .2
(A) y" = 2xy (B) x"=x?cost (C) o = 3yre (D) y"—=3y ' +4=x*+1

Uno de los primeros procedimientos analiticos estudiados, para resolver ecuaciones diferenciales es

la separacion de variables, a continuacion se recordara el mismo mediante un ejemplo.

Ejemplo 1:

Resolver mediante la separacion de variables la siguiente ecuaciéon diferencial.
a)y = x°y

Respuesta:

a)y = x°y

A x3y  (Expresandola en la notaciéon de Leibniz)
dx

d . . . .
73' = x3dx (Expresando las variables con el diferencial correspondiente)
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fdy—y = [x3dx (Planteando la integral a ambos miembros)

Inly| = xf + ¢ (Integrando)

Esta Ultima expresion se puede considerar como la solucién general de la ecuacion diferencial. Una

cuestion importante resulta ahora expresar esta en forma explicita, o sea, y en funcién de x.

4
log.lyl = x: + ¢ (Expresando el logaritmo neperiano con base e)

4

ly| = es*€ (Aplicando la definicion de logaritmo)
x4
x4
y=+te+.e¢ (Por propiedades de las potencias)
x4
y =+e.es

Para facilitar una mejor forma de plantear el resultado anterior, conviene emplear la expresion A =

+e€, pues esta representa un valor numeérico. Entonces, la expresion resultante se puede plantear

4

como: y = AexT, donde A es una constante arbitraria.

Las EDO se clasifican en lineales y no lineales. Una EDO es lineal si la funcion f de depende
linealmente de “y” y sus derivadas.

Si y;(x),y,(x), ..., y,(x) son soluciones de la ecuacion diferencial lineal entonces la combinacion
lineal: ¢;y;(x) + c,y,(x) + -+ + ¢y, (x), con ¢; constantes arbitrarias, también es soluciéon de la
ecuacion diferencial lineal.

Una solucion analitica o general de una ecuacion diferencial lineal de orden n es la suma de la

solucion general (yg) de la ecuacién diferencial homogénea correspondiente (o asociada) y de la

solucién particular (y, ), o sea:

y(x) = Yg(x) + Yp(x)

Resolucion aproximada de ecuaciones diferenciales ordinarias. El problema de Cauchy

Es escaso el numero de ecuaciones diferenciales que se resuelven por métodos analiticos y de ahi
la importancia del estudio de los métodos numéricos para la solucion aproximada de ecuaciones.
Usualmente, una ecuacion diferencial ordinaria posee infinitas soluciones que se expresan en una
sola igualdad mediante constantes arbitrarias. El nimero de las constantes arbitrarias esenciales de

la solucion general estan relacionadas con el orden de la ecuacién, de esto resulta que, si se desea
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precisar una Unica solucion para una ecuacion diferencial ordinaria de orden n hay que indicar n
condiciones particulares que debe satisfacer la solucion particular que se busca.

En la determinacidn de estas constantes arbitrarias se pueden presentar dos tipos de problemas:

I: Problema con condiciones iniciales o problema de Cauchy.

II: Problema con condiciones de contorno o de frontera.

En el caso |, se especifican todas las condiciones particulares para un mismo valor de la variable
independiente. Esta cuestion de hallar la solucién particular de una ecuacion diferencial bajo
condiciones iniciales fue planteada por Agustin Louis Cauchy (1789-1857), matematico franceés,
quien dio una definiciéon de funcion y de limite mas precisa que sus antecesores Yy realiz6 trabajos
acerca de las ecuaciones diferenciales.

En el caso Il, se incluyen condiciones particulares que deberéa satisfacer la solucién para dos o mas
valores de la variable independiente.

Nota: En lo adelante, este material, se dedicara al estudio solo del primero de estos problemas, o
sea, al problema de Cauchy.

Entre los métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales se pueden citar los siguientes:
método de Euler, métodos de Euler mejorados o métodos de Heun, del punto medio, de las series de
Taylor, de Runge-Kutta, de Picard, entre otros. No es objetivo de los autores tratar en detalles todos
estos métodos aqui, pues se perderia la esencia de lo que se persigue, por lo que se hara referencia
solo al primero de ellos.

Antes de profundizar en los métodos numéricos para resolver las ecuaciones diferenciales se hace
imperioso tratar previamente algunos conceptos y relaciones necesarias para facilitar la comprension
de los mismos.

Ecuaciones diferenciales de primer orden. El problema de Cauchy

Se sabe que una ecuacién diferencial de primer orden es aquella en que solo aparece la primera
derivada de la funcion incégnita respecto a la variable independiente. Esta derivada puede
expresarse en forma explicita en términos de las variables dependientes e independientes, en lo

adelante, se supondra que la ecuacion diferencial de primer orden se puede expresar como:

L—fxy) o y@=f(xy) o y=f(xy)
Como los métodos numéricos solo son capaces de hallar soluciones particulares de una ecuacion
diferencial, también se supone conocido el valor de la solucion para algun valor de la variable
independiente, es decir, el problema de Cauchy a resolver queda expresado de la siguiente forma:
2=, y)}
y(x0) = yo
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Ejemplo 2:
Exprese en la forma[5], si es posible, la ecuacién diferencial siguiente.
a) Bx —y)dx + (4x —5)dy =0; y(-2)=6
Respuesta:
Se pide expresar estas ecuaciones diferenciales segtn [5], o sea, como el problema de Cauchy.
a) Bx —y)dx + (4x —5)dy =0; y(-2)=6

(4x —5)dy = —(3x —y)dx (Transponiendo segun los diferenciales)

dy 3x—y

= s (Despejando)

Este resultado se expresa como el problema de Cauchy de la siguiente forma:

d_y _ 3x—-y
{dx - 4x-5
y(=2)=6

Nota: La mayoria de los problemas de la ciencia, la técnica y de la sociedad que conducen a una
ecuacion diferencial se tratan de expresar como el problema de Cauchy, .

Campo de direcciones o campo de pendientes
La ecuacion Z—z = f(x,y) se puede interpretar como una relacion de que a cada par ordenado (x,y)

le hace corresponder un valor de la derivada y este, a su vez, se interpreta como una pendiente de
un punto. La ecuacion le hace corresponder a cada punto P del plano XY, donde la funcion f esté
definida, una pendiente f(x,y).

Considerando una region R del plano XY donde esta definida la funcién f(x,y). Sea P; un conjunto
discreto de puntos {P;, P, ..., B,,} y sea f; el valor de la funcién f para el punto P; , es decir: f; = f(P;)

con:i =1,2,..,m; como muestra la figura No 4.1 a.

YT Y7
.
LIV RN
A A A P A
A wrrspyys
. /'\
0 X 0 X
a) b)

Fig.: No 1
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Si se trazan segmentos rectilineos cortos, con pendiente f(x,y) en los puntos P; se obtiene una
gréfica llamada campo direccional o campo de pendientes, como muestra la figura No 1 b. Estos
segmentos rectilineos inclinan la direccion hacia la curva solucion, de modo que el campo
direccional ayuda a visualizar la forma general de estas curvas.

Isoclinas

Las isoclinas son las curvas de igual inclinacion y que tienen la propiedad de que en cada punto de

una de estas curvas, el campo de direcciones posee la misma pendiente.

. ., . . d . . . . .
Si la ecuacion diferencial es ﬁ = f(x,y) las isoclinas tienen ecuaciones del tipo:

fy) =k [6]

Ejemplo 3:
Se tiene la siguiente ecuacion diferencial y" = 2x — y.

a) Dibuje el campo de direcciones para esta ecuacién en la regiébn rectangular R =

{(x,y) ER?: —2<x<2; -2<y<2}

b) Trace la curva solucion de dicha ecuacion que pasa por el campo de direcciones.
Respuesta:
Segun[4] setiene que: f(x,y) = 2x —y
Para obtener las pendientes del campo de direcciones, se sustituyen algunos valores significativos

en la ecuacion de la funcion y los resultados se exponen en la tabla No 1.

X y |y =2x—-y| x y |y =2x—y|x|y |y =2x—Yy
-2 2 -6 111 —2 1)1 1
2
-2 3 11 1] 0 —1 11 1 3
2 2 2 2 4
2] 1 -5 1l 0 1] o0 2
2
-2/ 0 —4 1] 3 1 1]-1 3
2 2 2
-2 -1 -3 0|1 -1 3|13 3
21 2 2
-2 3 5 0 1 31 1 2
2 2 2 2
31 —4 0] 0 0 3]0 3
2 2
3l o -3 0| -1 1 2] 2 2
2
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3] 1 5 0 1 1 2 3 5
20 2 2 2 2 2 2
311 -2 E 3 211 3
2 2 2
1] 1 -3 111 0 2] 1 1
2 2 2
—-1] 0 ) 1| 1 1
2 | 2 2
—1] -1 -1 110 1
2
1] 3 1 1]-1 2
2 2
Tabla No 1

Los valores de esta tabla expresan las pendientes de los puntos sefialados, los cuales forman el
campo de direcciones en los puntos mas significativos como ilustra la figura No 2 a. La curva

solucion, se traza de forma paralela a los pequefios segmentos, 0 sea, en la direccion de los

v, . , . 1
segmentos rectilineos. Se puede apreciar que los puntos que estan en los intervalos —2 < x < 5

y —% < y < 2 poseen pendiente negativa, en (—%; —1) la pendiente es cero y a partir de ahi los

puntos que estan a la derecha de este tienen pendiente positiva, Io que permite tener una idea de
por donde debe pasar la curva. Un grafico aproximado de la curva soluciéon de la ecuacion diferencial

dada aparece en la figura No 2 b.

¥ Y
N - b
2
S, ¥’
\~ ] b ¥ \. = 1 7
N Ml ——
"l " | -
2 1] o A1 Az x 2 1 [ A1 A2 X
-3
N, i " ‘I S "
-,
\\ 1 M -1
- . . - L, L L .
i L
. . P
1= / L /
a) b)
Fig.: No 2

El calculo manual de un gran niumero de pendientes resulta tedioso, pero si se cuenta con medios
computacionales para graficar funciones que realicen esta operacion, se puede obtener un campo de

direcciones con mas detalles y exactitud. La ecuacién diferencial dada y” = 2x — y, posee solucion
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analitica exacta, la que sera tratada con mayor profundidad méas adelante, cuando se de tratamiento
a los métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.

Determinar un campo de direcciones para dar una solucién grafica aproximada a una ecuacion
diferencial resulta util, cuando es imposible resolverla explicitamente.

Estabilidad en las ecuaciones diferenciales.

Es importante conocer si el problema que se va a resolver es estable o inestable, de ello dependera
de qué tan grandes son los errores que pueden permitirse en los datos iniciales o en el transcurso de
la solucién.

En el campo de las ecuaciones diferenciales, se considerara que el problema de Cauchy () sera
inestable si pequefios cambios en y, producen grandes cambios en la solucién de la ecuacién para
valores de x alejados de x,,.

Una ecuacion diferencial sera inestable en cierta region del plano XY si sus soluciones presentan un
comportamiento divergente a medida que “x” crece, figura No 3 a, mientras que sera estable cuando

sus soluciones tienden a agruparse a medida que x crece, figura No 3 b.

J
—

—————_
;

a) b)
Fig. No 3

La convergencia o divergencia de las soluciones de la ecuacion diferencial %zf(x,y), y su
estabilidad o inestabilidad dependen de la forma en que varia f(x,y) en la region considerada del
plano XY.

Si para una “x” fila aumenta con “y”, ello significa que en la direccién vertical el campo de
direcciones aumenta su pendiente al crecer “y”, lo que indica que las soluciones divergen en esa
region. En este caso, sera positiva la derivada parcial de f respecto ay, o sea, f,(x,y) >0y la

ecuacion diferencial serd inestable, figura 4 a.
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Si la derivada parcial de f respecto a y es negativa, o sea f,(x,y) <0, la pendiente del campo de

direcciones decrece cuando “y” aumenta, las curvas convergen y se tratard de una ecuacion
diferencial estable, figura No 4 b.

Ve Yr
I |
T |
T |
I |
T |
0 X X 0 ® X
a) b)
Fig. No 4
Ejemplo 4
Analizar la estabilidad de las siguientes ecuaciones diferenciales.
a)y =2x—y b) Z—z=x2—y2
Respuesta:
aA)y =2x—y
Setiene que: f(x,y) =2x—y y sif,(x,y) = —1 <0, se trata de una ecuacion diferencial estable.

b) Z_z = x% — y2
f(x,y) =x*—-y?  dedonde: f,(x,y) = -2y
Pero: f,(x,y) = =2y > 0 si y <0 y laecuacion diferencial sera inestable.
y f,(x,y) =-2y <0si y >0 ylaecuacion diferencial sera estable.
Entonces, la estabilidad de la ecuacion diferencial depende de la region, donde se tome el punto
inicial.
Definicion (2): (Método aproximado inestable)
» Se dice que un método aproximado para resolver el problema de Cauchy es inestable si

presenta inestabilidad para una ecuacién diferencial estable.
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Para resolver el problema de Cauchy, existen dos tipos fundamentales de métodos numéricos: los
métodos de un paso simple o de pasos aislados y los métodos de paso multiple o de pasos ligados.
Este material dedicara su estudio al primero de estos métodos.

Métodos numeéricos para resolver aproximadamente las ecuaciones diferenciales. Métodos de

paso simple
Los métodos numéricos para resolver el problema de Cauchy: % = f(x,y); y(xy) =y, se basan en
la idea de tomar un conjunto discreto de valores de x, tales como: {xg, x;,x,, ...} casi siempre
uniformemente espaciados, y hallar valores {yg, ¥1, ¥3, ...} que se aproximen a los valores de la
soluciéon exacta del problema de Cauchy ( ) y que se pueden escribir como:
0 (x0), y1(x1), 2 (x2), ... }.
Nota: En lo adelante se empleara la notacion: y, como el valor aproximado del valor exacto y,.
Los algoritmos para hallar la soluciéon aproximada {yg, ¥1, V5, ...} SOn siempre iterativos y pueden
simbolizarse mediante una ecuacion del tipo:

Ynr1 = GO V1 Vnzo s k) (n2k)
El caso mas sencillo, cuando k = 0, se expresa como:

Y1 =G0OR) (n=0)

El método de Euler (estandar o clasico)
Este es el mas elemental de los métodos de paso simple. Como se conoce el primer elemento
(x0,y0) de la solucién, se puede determinar el campo de direcciones en el punto f(x,,y,). Leonard
Euler (1707-1783), matematico suizo, fue alumno de Johannes Bernoulli, realizé sus trabajos en
Francia, Alemania y Rusia, fue miembro de la Academia de Ciencias de Petersburgo, dio una
definicion general de las funciones exponenciales y logaritmicas, introdujo el simbolo “e”y publico
trabajos cientificos sobre analisis, teoria de los numeros, ecuaciones diferenciales, mecanica y

astronomia.

Como la pendiente del segmento AC es f(x,,y,), figura No 5 a, entonces, segln la féormula punto-

pendiente de la ecuacion de larecta y — y, = m(x — x,) sim = f(x,,y,) Se obtiene:

Yy =Y +mx —xq) y Y1 =Yo + f(x0, Vo) (x — x¢)
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Vif ————— — - #¢ /#
/ P
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! £
d | l\lz
// I / |
A i
k- as A |
! 1 | |
| | f |V1 |
| | |‘:"r{I I |
l I L l I
i) X0 X1 X ] Xo X1 Xz X
a) b}

Fig.: No 5
Una vez conocido (x;,y,) se aplica la misma idea para determinar (x,,y,), figura No 5 b, suponiendo
que x, —x; = h resulta:
V2 =1+ [, 51 (x2 — x1) Y2 = Y1+ hf(x,57)
El procedimiento continta hasta obtener la solucion deseada.
Observaciones generales para el método de Euler
Sea la ecuacion diferencial de primer orden y” = f(x,y), con f continua que satisface la condicion
inicial: y(x,) = y,. Se supone que en el intervalo dado x, < x < x,, se necesita hallar la solucién de
dicha ecuacion diferencial.
Geomeétricamente, esto significa que para la ecuacion diferencial hace falta construir una curva
integral y = y(x) que pase por el punto M,(x,,v,). Debido al sentido geométrico de la derivada se

obtiene que en cada punto M(x,y) de la curva integral su pendiente satisface la condicion: m = tan

a.

(Linea guebrada de
Euler)

Vo=y(Xn)
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Como se supone que f(x,y) es continua, se puede considerar que en un pequefo trozo de la curva
su pendiente es constante, es decir, que esta curva puede ser reemplazada aproximadamente por la
linea My, Ny, N,, ..., N, llamada linea quebrada de Euler, figura 6.

Este procedimiento se efectia dividiendo el segmento [x,, x,,] en partes suficientemente pequefias,
donde h = x,,, — x,,, llamado paso de subdivision, o simplemente, paso, y conociendo el nimero de

divisiones “n” se determina mediante la expresion:

pot

n

En general, si se toma un paso h como incremento de la variable independiente, resulta paran =

0,1,2,.., las siguientes férmulas:

Xn—X — —_~ —_~
Xny1 =Xn+h h=Xpy —xn; h= nn o Yn+1 = Yn t hf(xn:yn) IE'
Nota: h puede tomar valores diferentes en cada aplicacion de las formulas anteriores, aunque lo mas

conveniente es que sea constante.

Ejemplo 5:

Resolver la ecuacion y’—2x+y = 0 con la condicion inicial: y = —1 para x, = 0, en el intervalo
[0; 1], mediante el método de Euler conpasosh = 0,2 y h = 0,1.

Respuesta:

Se pide hallar el valor aproximado de la solucién de la ecuacion diferencial dada parax = 1, que
satisfaga la condicion inicial y, = —1 cuando x, = 0.

Expresandola segun el problema de Cauchy resulta:

y=2x-y, y0)=-1 flx,y)=2x-y

Se sabe segun el ejemplo 4 a, que es una ecuacion diferencial estable, pues: f, = —1 < 0.

Para hallar la solucidén general, se expresa primeramente como una ecuacion diferencial de primer
orden lineal: y" + y.P(x) = Q(x)

y +y=2x, () donde: P(x)=1 y Q(x)=2x

Su ecuacion homogénea correspondiente 0 asociada es: y"+ y = 0y la solucidon general de esta se

determina empleando la formula; y = c.e~/P(dx,
Yon(X) = c.e 14 = ¢ e7¥

la solucion particular de la no homogénea se puede determinar por variaciéon de la constante de
integracion:

Yp(x) = c(x)e™  (xx)

yp) =c(x).e™ +c(x).e”*.(—x)" (Derivando segun la regla del producto)

212



yp) =c(x).e™ —c(x).e™

Sustituyendo en la ecuacion diferencial lineal marcada con un (), para hallar c¢(x):
c’(x).e™—c(x).e™*+c(x).e™ =2x

c’(x).e™ =2x (Simplificando)

2x
e

c’(x) =—  (Despejando)

[c(x)dx = | %dx (Planteando la integral a ambos miembros)
c(x) =2 [ xe*dx
Integrando, mediante la integracién por partes, el miembro derecho:
Sean: u =x v=e*
du =1.dx dv =e”*
2 [xe*dx = 2[xe* — [e*dx] + k = 2[xe* —e*] =2¢*(x— 1) +k (k€R)
Aqui se ha utilizado a "k" como constante de integracion para evitar confusion con “c”. Entonces:
c(x)=2e*(x—1)+k
Parak = 0, c(x) =2e*(x—1)
Sustituyendo en y,, marcada con (x*), para hallar la solucion particular:
) =c)e™ — yx)=2e"(x—-1D.e*=2e"e*(x—-1)=2e"(x—-1)=2(x—-1)
Para obtener la solucién general, se emplea la formula [3], sustituyendo en esta los resultados de la
solucion de la ecuacion homogénea y de la particular, de esta forma resulta: y(x) = ce™ + 2(x — 1).
Segun la condicién inicial: y(0) = —1, se obtiene el valor de “c” y la solucién general exacta para
dicha condicion:
—-1=ce’+2(0-1) — c=1
yx)=e*+2(x—-1)
Los valores exactos se determinan empleando la solucién obtenida
y(x) =e™™ 4+ 2(x — 1), la condicién inicial: y,(0) = -1 y h=0,2.
Para: x, =0, y, =—1 (Condicion inicial)

Para:x; =0+4+0,2=0,2 (Segun la expresion: x,,; = x, + h)
1
1,2214

yi=e%%+202-1)= eoiz +2(-0,8) = -16=08187—-1,6 =-0,7813

1
1,49182

Para: x, =0,2+02=04; y, = =7 +2(04—-1) = +2(=0,6) = —0,5297

1
1,82211

Para: x; = 0,4+ 0,2 =0,6; y3 =-+2(06—1) = +2(=0,4) = 0,2512

1
2,22554

Para: x, = 0,6 +0,2=08; y, = 5z +2(08 - 1) = +2(—=0,2) = 0,0493
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Para: x5 =0,8+02=10;ys =-+2(1—1) = 2711828 =[0,3679

En el célculo de los valores aproximados, mediante el método estandar de Euler, conviene retomar la
ecuacion segun el problema de Cauchy y emplear las ecuaciones [9]. Los subintervalos con respecto
a x se mantienen, asi como el valor de h = 0,2 y se parte de la condicion inicial.

Sif(x,y) = 2x— y entonces: f(x,,¥n) = 2X, — Vn

Para: x, =0, y, = —1 (Condicidn inicial)

Para: x; = 0,2 37 = yo + h[2x, — V51 (Segun la formula [9]: ¥ = ¥ + Af (e ) )

y: =—-1+4+0,2[2(0)+1] = -1+0,2(1) = —-0,8000

Para x, = 0,4 Y2, =1 + h[2x, — ¥7]

y, =—0,8+0,2[2(0,2) + 0,8] = —0,8 + 0,2(1,2) = —0,8 + 0.24 = —0,5600

Parax; =0,6 y3 =y, + hf(2x, —y3)

y; = —0,56 4+ 0,2[2(0,4) + 0,56] = —0,56 + 0,272 = —0,2880

Parax, =08 3, =93 + h[2x; — J3]

v, = —0,288 + 0,2[2(0,6) + 0,288] = —0,288 + 0,2976 = 0,0096

Paraxs =10 y: =73, + h[2x, — 7]

vy = 0,0096 + 0,2[2(0,8) — 0,0096] = 0,0096 + 0,31808 =

Los resultados anteriores y el célculo del error absoluto se muestran en la siguiente tabla, (Tabla No
2).

n | x, | Valor exacto | Valor aprox. Error
Yn (%) Yo (xn) | E = lyn =l
010 —1,0000 —1,0000 0,0000
1102 —0,7813 —-0,8000 0,0187
2104 -0,5297 -0,5600 0,0303
3106 —0,2512 —0,2880 0,0368
4108 0,0493 0,0096 0,0397
5|10 0,3679 0,3277 0,0402
Tabla No 2

Se ha hallado el valor aproximado para x = 1, (1) = 0,3277 y la solucién exacta es y(1) =
0,3679, con un error absoluto E (y) = 0,0402.
El error relativo para estos calculos, que se determina mediante el cociente del error absoluto y el

valor exacto, se presenta como:

0,0402
0,3679

e(y) = = 0,109 = 0,11, que expresado en % resulta: 11%.
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Observaciones acerca de este ejercicio:

e Se aprecia como el error se va incrementando a medida que la solucion progresa. Este
comportamiento esta relacionado con la estabilidad de la ecuacion diferencial dada y del
método que se emplee. En este caso, la ecuacion y” = 2x — y es estable.

e Si se realizaran los calculos con un paso h = 0,1 (mitad del anterior), se obtendrian
aproximaciones con errores también aproximadamente iguales a la mitad del anterior. Por
ejemplo parax = 1,con pasoh = 0,2 el error es de 0,0402y con paso h = 0,1sera 0,0191
(0,0402: 2 = 0,0201 = 0,0191). E invita a los lectores interesados que lo realicen.

e El error relativo con paso h = 0,1 sera de un 5,2%, menor que el obtenido con paso h =
0,2, por lo que se considera que se obtiene una mejor aproximacion cuanto menor sea el
valor del paso h, aunque esto presupone una mayor cantidad de iteraciones.

La figura 7 muestra el grafico de la funcion y(x) = e ™ + 2(x — 1), que es la soluciéon exacta de la
ecuacion diferencial y” = 2x —y, para un valor de ¢ = 1. Obsérvese que la curva obtenida en el
campo de pendientes (figura.2 b), se asemeja lo suficiente a la obtenida mediante el programa
graficador Graphmatica, figura 7. Y para x = 1 las imagenes estan proximas a y = 0,3 (valor

aproximado de la solucion).

-

---
---

)

r--

T--

F=-q--

Fig.: No. 7
En los ejemplos anteriores, se determinaron los errores de aproximaciéon mediante las formulas
iniciales conocidas de los valores absolutos de las diferencias entre los valores exactos y los
aproximados; sin embargo, el método de Euler requiere un analisis mas detallado del
comportamiento del error.
El método de Euler posee un error local de orden 0(h?) y un error total de orden 0(h), por ello se
plantea que es de orden uno.

Ventajas y desventajas del método de Euler
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Después del estudio del método estandar o clasico de Euler, para resolver el problema de Cauchy,
se precisan algunas desventajas:

» Poca precision cuando el paso h es grande.

» Realizacién de muchos célculos cuando el paso h es pequefio.

= Acumulacion sistemética de errores.
A pesar de estas desventajas, sirve de base para otros métodos mas perfectos (o mejorados) de
solucién aproximada de ecuaciones diferenciales.
Algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden
Una de las aplicaciones mas importantes del Calculo Diferencial es la teoria sobre las ecuaciones
diferenciales. Cuando los cientificos de las ciencias exactas, naturales o sociales realizan una
investigacion de la cual surge como modelo una ecuacion diferencial, si bien, no siempre se puede
hallar una formula explicita para la solucién de la ecuacién diferencial habra algan procedimiento
grafico y numeérico que proporcione su solucion.
Al definir el proceso de modelado, se hablé acerca de formular un modelo matematico de un
problema del mundo real a través de razonamientos acerca del mismo a partir de leyes y evidencias
de la experimentacion. En un problema del mundo real, con frecuencia se advierte que ocurren
cambios y se necesita predecir el comportamiento futuro sobre la base de como cambian los valores
actuales. En casos como estos el modelo matematico se expresa como una ecuacion diferencial, es
decir, una ecuacion en la que se relacionan una funcion desconocida, las variables y algunas de las
derivadas de la funcion en un conjunto dado.
En otras palabras, las ecuaciones diferenciales constituyen un aparato matematico con ayuda del
cual podemos estudiar los fendmenos que se desarrollan en la naturaleza. Si los datos del problema
definen enteramente un fendmeno, este debe desarrollarse de modo univoco, es decir, la solucion de
la ecuacion diferencial, que determina la ley del desarrollo del fenébmeno, debe ser Gnica. La solucion
general de la ecuacion diferencial contiene constantes arbitrarias y, por consiguiente, no da
respuesta determinada a la cuestion planteada. Por eso, para resolver problemas concretos las
ecuaciones diferenciales, deben ser completadas por condiciones suplementarias. En el caso mas
simple, estas son las condiciones iniciales que conducen al problema de Cauchy.
A continuaciéon, se citaran algunos de los problemas que se pueden presentar y cuya solucion
conduce a modelar una ecuacion diferencial.

= Si la pendiente de la recta tangente a una curva en cualquier punto (x,y) de la curva es m,

ny: . s dy
hallar la ecuacién de la curva que contiene al punto (x,, y,) conduce a la ecuacion: o= m

con y(xo) = Yo.
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» La velocidad de crecimiento de una poblacion P en un instante de tiempo t, prescindiendo de
) .. . . ap
algunos parametros o en condiciones ideales, esta dada por la —
» La variacion de la temperatura T de un cuerpo en un instante de tiempo ¢, relacionada con la
. ar
temperatura ambiente, se expresa como: e

A continuacién se expondré el segundo de los problemas planteados que conducen a una ecuacion
diferencial.

Uno de los problemas del mundo real que despierta gran interés por parte de los investigadores y
gue se resuelve mediante la modelacién de una ecuacion diferencial es el del crecimiento de una
poblacion de individuos, de una determinada especie, en un intervalo de tiempo, por lo que se le
dara un tratamiento mas amplio.

Uno de los modelos para determinar el crecimiento de una poblacién P se basa en la hipétesis de
qgue la poblacion crece con una rapidez, con respecto al tiempo, proporcional a su tamafio, y se

expresa mediante la derivacion como:

L —kp [10]

dat
Segun esta igualdad resulta razonable que la razon o tasa de crecimiento sea proporcional al tamafio
de la poblacién. La misma hipotesis se aplica en otras situaciones, como por ejemplo:
= En Fisica nuclear, la masa de una sustancia radioactiva disminuye a una razon proporcional a
la masa.
= En Quimica, la velocidad de una reaccion unimolecular de primer orden es proporcional a la
concentracion de la sustancia.
= En Finanzas, el valor de una cuenta de ahorros, con interés compuesto de manera continua,
crece con una razon proporcional a ese valor.

En general, si y(t) es el valor de una cantidad “y” en un instante “t” y si la razén de cambio “y” con

respecto a “t” es proporcional a su magnitud y(t) en cualquier instante, entonces:

Z—jt’ =ky (k constante)
Esta ecuacion recibe el nombre de ley de crecimiento natural si k > 0, o bien, ley de desintegracion
natural si k < 0.
La ecuacion se puede expresar de la forma: y"=ky o0 bien, y'—ky =0, sabiendo que y
depende de t y que al ser resuelta por separacion de variables o como una ecuaciéon lineal su
solucién general resulta: y = A.e*t.

La hipétesis que da origen a la ecuacion 0 a su equivalente [11], de que la poblacién crece con

rapidez proporcional a su tamafio es valida en condiciones ideales como pueden ser. medio
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ambiente adecuado, nutricibn adecuada, ausencia de depredadores, inmunidad ante las
enfermedades u otras.

Identificando las variables de estos modelos Z—f =kP O Z—f = ky, resulta:

t: tiempo (como variable independiente)

P: cantidad de individuos de la poblacién (como variable dependiente)

k: constante de proporcionalidad.

Observaciones:

e Se descarta una poblacion P(t) = 0, entonces P(t) > 0 para todo valor de t.
e Sik > 0 entonces la ecuacion diferencial muestra que P’(t) > 0 para todo valor de t e indica

gue la poblacién crece siempre.
. " . . dapP )
e A medida que P(t) aumenta, la ecuacion diferencial muestra que - se hace mas grande, o

sea, la tasa de crecimiento aumenta al incrementarse la poblacion.
Una solucion para la ecuacion se expresé anteriormente como y = A.e** la que en los
términos anteriores se puede plantear como:

P(t) =c.ekt

En este caso, la ecuacion diferencial pide hallar una funcion cuya derivada sea un multiplo
constante de ella. Las funciones exponenciales tienen esa propiedad:
P'(t) =c.e*. (kt) = c.k.e* = k(c.e®) = k.P(t)
La solucion general brinda una familia de soluciones como las que ilustra la figura No 8 a. Ahora
bien, como las poblaciones solo tienen valores positivos solo interesan las soluciones con ¢ > 0 y
t>0cont = 0 como instante inicial de tiempo. La figura No 8 b muestra la familia de soluciones

con estas Ultimas condiciones.
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Yo
Y
Familia de
soluciones Familia de
soluciones
/ P(t) =c. e
P(t)=c. e
ceR
— t20 7 c>0
o e t>0
""u\ D '
E\
a) b)
Fig. No. 8

Para las soluciones con significado fisico cont = 0, se obtienen mediante la sustitucion: P(0) =
c.e¥® = ¢, de modo que la constante c resulta ser la poblacién inicial P(0) = P,.
dy

. . 2 ar .
Debido a que la ecuacion modelo; =kP o0 e ky, se presenta con gran frecuencia en la

naturaleza al resolverla como el problema de Cauchy, conviene expresar su solucion indistintamente

comao:

dpP
| P _kP P(0)=P
o bien: {dt © = F

{z—f =ky y(0)=yo
P(t) = Po.ekt

y(t) = yp.e*

Significado de la constante de proporcionalidad

En las expresiones tratadas anteriormente el valor de k representa la constante de proporcionalidad
relacionada con el crecimiento de la poblacion. Segin [13], la solucién de la ecuacion se expresa
como P(t) = P,.e*t, donde k es el coeficiente de t en la forma exponencial. Estas relaciones se

. . . . ap . ~ .
pueden ilustrar, si por ejemplo, se tiene que: i 0,03 y t se mide en afos, entonces la tasa relativa

de crecimiento es k = 0,03; lo que indica que la poblacibn aumenta en un 3 % cada afo. Si la

poblacién en un tiempo t, = 0 es P, entonces la expresion para la poblacién, segun es: P(t) =

0,03t
Py.e :

Ejemplo 6:
Al finalizar el siglo XX, la poblacion mundial llegé aproximadamente a los 6 mil millones de

habitantes, reflejada en la tabla No 3, merece entonces un analisis del crecimiento bajo la suposicion
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de que la tasa de crecimiento es proporcional al tamafio de la poblacion. Use los datos de la tabla

para modelar la poblacion del mundo en el siglo XX.

Anos 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000

Poblacién en millones | 1650 | 1750 | 1860 | 2070 | 2300 | 2520 | 3020 | 3700 | 4450 | 5300 | 6000
de hab.

Tabla No. 3

a) ¢Cual es la tasa relativa de crecimiento y cuan bien se ajusta el modelo a los datos. Emplee el
método de Euler para realizar las comparaciones con las soluciones exactas? Se recomienda
el uso de tablas de funciones exponenciales y logaritmicas o de medios electrénicos de
calculo.

Respuesta:

a) Seatel tiempo en afnos, P(t) la poblacion en miles de millones de personas, se toma t, = 0

en el afio 1900 entonces la condicion inicial es P(0) = 1650.

Segun lo supuesto, se cumple segin [13] que:

Z—IZ =k.P y P(0)= 1650, entonces la solucion seria: P(t) = 1650.e**

Una manera de estimar la tasa relativa de crecimiento “k”, puede ser emplear el dato conocido de
gue la poblacion en 1910 era de 1750 millones, o sea, la poblacion de los diez primeros afos del

siglo XX, luego resulta:

P(10) =1750 —  P(10) = 1650.¢%10 = 1750 — 0k =1% (Despejando
1650

1750 . H i
In e10k = lnﬁ (Aplicando logaritmo a ambos miembros)

10k .lne =1n1,0606 — k= 1—10.ln 1,0606 — k =10,1.0,05883 — k =0,005883

De donde, la tasa de crecimiento poblacional se comport6 aproximadamente en k = 0,006 o0
bien: 0,6% por afio y el modelo queda entonces:

P(t) = 1650.¢%005883t  (Modelo I)

Con este modelo, la poblacién se pudo predecir con los siguientes resultados:

Para el afio 1910:

P(10) = 1650.¢%005883-10) = 1650, ¢%05883 ~ 1650.¢%°° = 1650.1,0618 = 1751,97

Por lo que la poblacion, para este afo, se predijo que aumentaria aproximadamente en 1752
millones de habitantes. De forma similar, se hallan las predicciones para las restantes décadas,

empleando el modelo I.
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Para: 1920, P(20) =~ 1860, para: 1930, P(30) = 1975,
Para: 1940, P(40) =~ 2098, para: 1950, P(50) = 2205,
Para: 1960, P(60) = 2342, para: 1970, P(70) = 2486,
Para: 1980, P(80) = 2640, para: 1990, P(90) = 2803

Y para el afio 2000 este modelo predijo una poblacion aproximada de 3006 millones de habitantes.

Para el empleo del método de Euler, conviene expresar la situacion dada segun el problema de

Cauchy:

Si: Z—}: = k.P, entonces f(t; P) depende solo de Py se expresa como: f(P) = k.P, empleando la

aproximacion para k, resulta: f(B,) = 0,006.P.

Setoma: t, =0, P,(0) =1650 ypaso h = 10.

Para:t, =0, Py(0) =1650 (Condicion inicial)

Para:t; =t,+ h =0+ 10 = 10,

P, = Py + hf (ty; Py) (Segun formulas deI método de Euler)

f(to; Py) = £(10;1650) = 0,006.(1650) =9,9 — P, = 1650 + 10.(9,9) = 1749
Para: t, =20, P, =P, + hf(t;; P;)

f(ty; P) = £(20;1749) = 0,006.(1749) = 10,5 — P, = 1749 + 10.(10,5) = 1854
Para: t; =30, P; =P, + hf(ty; P,)

f(ty; P;) = £(20;1854) = 0,006.(1854) = 11,1 — P; = 1854+ 10.(11,1) = 1965
Para: t, = 40, P, =P; +hf(ts; P3)

f(ts; P;) = £(30;1965) = 0,006.(1965) = 11,8 — P, = 1965 + 10.(11,8) = 2083
Para: ts =50, P; =P, + hf(ts; P,)

f(ts; P,) = £(40;2083) = 0,006.(2083) = 12,5 — P; = 2083 + 10.(12,5) = 2208
Para: tg = 60, Pg = Ps + hf(ts; P;)

f(ts; Ps) = £(50;2208) = 0,006.(2208) = 13,2 — P, = 2208 + 10.(13,2) = 2340
Para: t, = 70, P, = Pg + hf(te; Pg)

f(te; Ps) = £(60;2340) = 0,006.(2340) =14 — P, = 2340 + 10.(14) = 2480
Para: t; =80, Pz =P, + hf(t;; P;)

f(t;; P;) = £(70;2480) = 0,006.(2480) = 14,9 — Py = 2480 + 10.(14,9) = 2629
Para: ty =90, P, = Py + hf(tg; Pg)

f(ts; P5) = £(80;2629) = 0,006.(2629) = 158 — P, = 2629 + 10.(15,8) = 2787
Para: t;, = 100, Pjy = Py + hf(to; Ps)
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f(to; Py) = £(90;2787) = 0,006.(2787) = 16,7 — P, = 2787 + 10.(16,7) = 2954
Los resultados obtenidos con la solucion general y con el método de Euler se muestran en la tabla
No 4 .

Afos | Poblacionen | Resultados | Resultados
millones de conel conel
habitantes Modelol | m.de Euler

1900 1650 1650 1650

1910 1750 1752 1749

1920 1860 1860 1854

1930 2070 1975 1965

1940 2300 2098 2083

1950 2520 2205 2208

1960 3020 2342 2340

1970 3700 2486 2480

1980 4450 2640 2629

1990 5300 2803 2787

2000 6000 3006 2954

Tabla No 4

Los resultados alcanzados con la solucion general (Modelo 1) y con el método de Euler son valores
aproximados mas cercanos entre si, no asi al compararlos con los resultados reales, pues las
predicciones se mostraron muy inexactas. Obsérvese que se trata de un modelo bajo condiciones
ideales y de una ecuacion diferencial inestable. La ventaja del empleo del método de Euler consiste
en que se trabaja directamente con la ecuacion diferencial y no requiere calcular integrales, ni del
empleo de tablas de funciones exponenciales y logaritmicas, salvo para determinar la constante k.

Otra posibilidad de estimar el valor de k seria utilizar la poblacion de 1950 en lugar de la de 1910, o

sea.

P(50) = 1650.¢5°k = 2520 — k=_. n22% = 0,008470 (Segun[13])

1650
El modelo ahora resulta ser: P(t) = 1650.e%00847t  (Modelo I1)

Los estimados para las poblaciones con este modelo se hallan de forma similar al modelo I; sin
embargo, este segundo modelo exponencial es mas exacto en los primeros afios cercanos a 1950,
pero en afios proximos a finales del siglo XX va demasiado atras a la realidad, tal es asi que, con

este modelo la poblacién para el afio 2000 se predijo como:
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P(100) = 1650.¢%008470-(100) = 1650, %847 ~ 1650.¢%8% ~ 1650.2,3396 ~ 3860,34
Este resultado es superior al obtenido con el modelo |, pero aun difiere del valor real en mas de
2000 mil millones de habitantes. Por lo que resulta atil hallar otra expresion para modelar la
poblacion en la segunda mitad el siglo XX y emplear dicho modelo para estimar, por ejemplo, las
poblaciones de los afios 2000 y 2015 y predecir la del 2030 considerando que se mantienen las
mismas condiciones ideales.
En la basqueda de un tercer modelo, se tomara como t, = 0 en 1950, entonces el problema con

condiciones iniciales es:

dap

—-=k.P, P(0)=2520 yla solucién para esta ecuacion es: P(t) = 2520.¢** (Seglin

Para hallar el valor de k, se empleara la poblacion real de 1960.

P(10) = 2520.e1% = 3020 — k = Tl().ln% =0,1.1n1,1984 ~ 0,1.0,1810 ~ 0,0181

Este resultado indica que la tasa relativa de crecimiento es alrededor de 1,8% por afio y el modelo
resultante es:

P(t) = 2520.e%0181.t  (Modelo IlI)

Al tomar t, =0 en 1950, el modelo Il brinda la posibilidad de estimar la poblacion en los ultimos 50
afnos del siglo XX.

Para 1960: P(10) = 2520.%0181.(10) ~ 2520,¢%2 =~ 2520.1,2214 ~ 3077,9 =~ 3078

Para 1970: P(20) = 2520.0181.(20) ~ 2520,¢%36 ~ 2520.1,4333 ~ 3611,9 ~ 3612

Para 1980:P(30) = 2520.e%0181.30) x 2520.¢%%% ~ 2520.1,7160 ~ 4324,32 ~ 4324

Para 1990: P(40) = 2520.¢%0181-(40 ~ 2520.¢%72 ~ 2520.2,0544 ~ 5177,1 ~ 5177

Este modelo predice que la poblacién en el afio 2000 seria de:

P(50) = 2520.¢%0181:(50) = 2520,¢%905 ~ 2520.e%°! ~ 2520.2,4843 ~ 6260,4

Este resultado estima una poblacion aproximada de 6260 millones de habitantes, valor muy cercano
a la poblacion real de este afo.

Para el afio 2015, este modelo se expresa como:

P(65) = 2520.¢%0181:(65) = 2520,¢11765 ~ 2520.e'® ~ 2520.3,2544 ~ 8201

Este valor estd muy cercano a la poblacién mundial de 2022 de 8000 millones de habitantes.

Pese a lo arriesgado de la férmula, pues se trata de un modelo ideal, al predecir la poblacién que
habra en el 2030 se obtiene:

P(80) = 2520.¢%0181:(80) = 2520, 1448 ~ 2520.e'*% ~ 2520.4,2531 ~ 10717,8

Segun este modelo, la poblacion mundial sobrepasara los 10 mil millones de habitantes para el afio

2030. Se sugiere a los lectores emplear el método de Euler o cualquier otro método numérico para
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estimar la poblacién desde 1950 hasta 2030 y comparar que tan eficiente es la estimacion que se

pueda realizar.

La tabla No 5 muestra los resultados obtenidos al aplicar los tres modelos aplicados para estimar la

poblacion mundial en el siglo XX y una representacion grafica aproximada en la que se aprecia que

el modelo Il estd mas cerca de los resultados reales, aparece en la figura No 5. Por lo que es

razonable pensar que el modelo, para estimar el crecimiento de una poblacién, debe tomarse lo mas

cercano en el tiempo que se desea predecir.

Afios | Poblacion en | Resultados | Resultados | Resultados
millones de conel conel conel
habitantes Modelo 1 Modelo Il | Modelo 11

1900 1650 1650 1650 1650

1910 1750 1752 1796 1796

1920 1860 1860 1955 1955

1930 2070 1975 2127 2127

1940 2300 2098 2315 2315

1950 2520 2205 2520 2520

1960 3020 2342 2743 3078

1970 3700 2486 2985 3612

1980 4450 2640 3249 4324

1990 5300 2803 3536 5177

2000 6000 3006 3860 6260

Tabla No 5
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Fig. No 9

Conclusiones
La Matematica Numérica comprende, entre otros procedimientos, los métodos numéricos para
resolver ejercicios y problemas que por los métodos exactos seria dificil o hasta imposible de
resolver. No obstante queda clara la unidad dialéctica entre los métodos exactos y numeéricos que
brinda la Matematica al permitir la complementacion de ambos métodos, el primero da el marco
tedrico necesario y el segundo las formulas y procedimientos para resolverlos.
La Matematica Numérica posee valor practico para resolver problemas de la ciencia, la técnica, la
economia y la sociedad en general y ofrece métodos didacticos de autoaprendizaje para el calculo
aproximado, la representacion de funciones, la derivacion e integracion de funciones, la resolucion
de ecuaciones, entre las que se incluyen las ecuaciones diferenciales, entre otras situaciones
matematicas.
Una de las aplicaciones mas importantes del Calculo Diferencial es la teoria sobre las ecuaciones
diferenciales. Las ecuaciones diferenciales constituyen un aparato matematico con ayuda del cual
podemos estudiar los fendmenos que se desarrollan en la naturaleza. Los métodos numéricos dan
solucion a problemas del mundo real, que con frecuencia se advierte que ocurren cambios y se
necesita predecir el comportamiento futuro sobre la base de cémo cambian los valores actuales.
Es dificil prever de antemano el futuro de un campo cuyo avance depende del desarrollo tecnolégico,
nuevos problemas apareceran conforme se creen nuevas tecnologias. Es de esperar, por ejemplo,
gue el cambio climético, la astronomia, que continua siendo una fuente inagotable de problemas
abiertos y el desarrollo de nuevos materiales, entre otros temas, demandan de métodos numéricos
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mas precisos que aprovechen la capacidad computacional. Asimismo se espera que la Matematica
numérica se vuelva una herramienta indispensable en la biologia, la farmacologia la estadistica
social, la medicina entre otras ramas de la ciencia.

Con la teoria y ejemplos expuestos se aprecia el incalculable valor de los métodos de solucion de
ecuaciones diferenciales como una herramienta para resolver ejercicios y problemas de la ciencia,

la técnica, la economia y la sociedad.
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