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cuando se vincula con la practica. Su propésito es ofrecer una vision clara y
estructurada del anélisis de sefales, utilizando Python como un entorno sencillo
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ANTES DE COMENZAR

Durante mas de veinte afios he trabajado con sefiales. Las he
estudiado, las he ensefado, las he programado, las he visto transformarse una
y otra vez entre el dominio del tiempo y la frecuencia. Han sido parte de mi vida
académica, pero también de mi forma de pensar como ingeniera.

Y, sin embargo, durante mucho tiempo senti que habia algo pendiente.

Este libro nace de esa sensacion. De saber que, a pesar de haber
recorrido este camino durante afios, me debia a mi misma sentarme a organizar,
a escribir, a explicar con calma aquello que tantas veces comparti en clase, pero
que nunca habia dejado plasmado de manera completa. Y también se lo debia
a mis estudiantes.

A cada grupo que me hizo preguntas, a quienes no entendieron a la
primera (y eso estaba bien), a quienes necesitaban ver una grafica mas, un
ejemplo adicional, una explicacion distinta. A quienes confiaron en que, detras de
cada ecuacion, habia una idea que si podia ser comprendida.

Este no es unlibro escrito desde la perfeccion, sino desde la experiencia.
Desde los aciertos, pero también desde los errores que me ensefiaron como
explicar mejor. Desde la conviccion de que las sefiales no son solo expresiones
matematicas, sino formas de representar fendmenos reales que vale la pena
entender.

Si este libro logra que alguien vea una sefial con mas claridad, que
entienda mejor lo que antes parecia abstracto, o que pierda un poco el miedo a
este tema, entonces habra cumplido su proposito.

Y si ademas acompana a mis estudiantes, tanto a los actuales como a
los futuros, en su proceso de aprendizaje, entonces habra valido completamente
la pena.

Dora Ma. Ballesteros
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CAPITULO |

Fundamentos de Senales Analogas
y Senales Continuas

En este capitulo encontraras una breve introduccion a los conceptos
de senales continuas, discretas y digitales. Adicionalmente, se explicaran las
transformaciones que podemos hacerles a las sefales en el dominio del tiempo,
y las propiedades de los sistemas.

Al finalizar el capitulo, deberas estar en capacidad de:

Diferenciar senales analogas, continuas, discretas y digitales.
Escribir cédigo en Python para dibujar sefiales continuas y discretas.

3. Aplicar transformaciones (desplazamiento, inversion, escalamiento) a
sefiales continuas y discretas.

4. Escribir codigo en Python para realizar desplazamientos, inversion, y/o
escalamiento a sefales continuas y discretas.

5. ldentificar si un sistema cumple con las propiedades de: memoria,
causalidad, estabilidad, invarianza, linealidad e invertibilidad.

En este capitulo introductorio del curso, vamos a conocer las
generalidades de las sefales continuas y discretas, y las transformaciones de
la variable independiente. Adicionalmente, identificaremos en qué casos un
sistema continuo o discreto cumple con las siguientes propiedades: linealidad,
invarianza, estabilidad, memoria, causalidad e invertibilidad.

11



AUTOR: DORA MARIA BALLESTEROS

1.1. SENALES CONTINUAS Y SENALES DISCRETAS Y SU
VISUALIZACION EN PYTHON

1.1.1. Seiales continuas vs. senales discretas

Una senal de tiempo continuo es aquella cuya variable independiente
puede tomar cualquier valor real dentro de un intervalo determinado.
Matematicamente, este tipo de sefales se representan como:

x(t), ¢+ € R

donde ¢ representa el tiempo continuo. En la naturaleza, la mayoria
de las senales fisicas son continuas, por ejemplo: la voz humana, una sefial
eléctrica analdgica o la temperatura ambiente medida en funcion del tiempo.
Desde un punto de vista tedrico, una sefial continua posee un namero infinito de
valores en el tiempo. Sin embargo, esta caracteristica impide su almacenamiento
y procesamiento directo en un computador.

Por otro lado, una senal de tiempo discreto es aquella definida
unicamente para instantes de tiempo separados, usualmente equiespaciados.
Se representa matematicamente como:

x[n], ne Z

donde n es un indice entero que identifica cada muestra de la
sefal. Este tipo de sefiales surge naturalmente cuando una sefial continua es
muestreada para su almacenamiento o procesamiento digital. A diferencia de las
sefiales continuas, las sefiales discretas contienen un ndmero finito o infinito de
muestras, pero definidas en instantes discretos, lo que las hace adecuadas para
ser manipuladas mediante algoritmos computacionales.
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En este libro, utilizaremos la siguiente notacion estandar:

Tipo de senal Notacion Descripcion
Tiempo continuo © La variable independiente es el tiempo
* continuo, representado por la letra t. Se
utilizan paréntesis redondos.
Tiempo discreto (] La variable independiente es el tiempo
x

discreto, representado por la letra n. Se
utilizan paréntesis cuadrados.

1.1.2. Visualizacion de sefnales

Aunque el analisis matematico distingue claramente entre sefiales
continuas y discretas, en la practica todas las sefiales representadas en un
computador son discretas, ya que solo se pueden almacenar y procesar un
numero finito de muestras.

Nota importante

Cuando se utiliza Python para graficar sefiales, la diferencia entre
sefial continua y discreta no depende unicamente de la grafica, sino del
modelo matematico asumido. La instruccion plt.plot interpola visualmente entre
muestras, generando una apariencia continua, mientras que plt.stem representa

explicitamente cada muestra discreta.

Ejemplo 1: seial senoidal
Consideremos una sefial senoidal de frecuencia f = 10 Hz

y duracion de 0.1 =. A continuacion, se muestra su
generacion y visualizacion en Python.

13
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

f = 180 # frecuencia [Hz]
fs = 1880 # frecuencia de muestreo [Hz]
t = np.linspace(@, 8.1, int(@.1*fs))

X = np.sin{2*np.pi*f*t)

plt.plot(t, x)

plt.xlabel("Tiempo [s]")

plt.ylabel({"Amplitud"”)

plt.title("Sefial senoidal wvisualizada como continua™)
plt.show()

Figura 1. Cédigo en Python del Ejemplo 1 para crear y visualizar
una sefial senoidal.

Y obtenemos la siguiente figura:

Sefal senoidal visualizada como continua

1.00 A

0.75 1

0.50

0.25 4

0.00 +

Amplitud

—0.25 4

—0.50 4

—0.75 1

—1.00 4

T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Tiempo [s]

Figura 2. Grafica sefial senoidal del Ejemplo 1, visualizada como continua.
Aunque la sefial se muestra como continua, en realidad esta compuesta

por un conjunto finito de muestras. Si se desea enfatizar su naturaleza discreta,
se utiliza la funcién stem:
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plt.stem(t, x)

plt.xlabel("Tiempo [s]")
plt.ylabel("Amplitud”)
plt.title("Sefial senoidal muestreada")
plt.show()

Figura 3. Codigo en Python del Ejemplo 1 para visualizar una sefial
como discreta.
Obteniendo la siguiente grafica:

Senal senoidal muestreada

1.00 4

0.75 1

0.50 4

0.25 4

;. 0004 @
 -0.25 1
~0.50 -

—0.75 1

—1.00

T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Tiempo [s]

Figura 4. Grafica sefial senoidal del Ejemplo 1, visualizada como discreta.
Ejemplo 2: seiiales discretas con indice entero
Para representar una sefial estrictamente discreta, el eje horizontal

debe expresarse mediante un indice entero n. Por ejemplo, una sefal senoidal
discreta con m muestras y n, ciclos se puede escribir como:
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m = 1@ # ndmero de muestras
nc = 1 # nimero de ciclos
n = np.arange(m)

¥ = np.sin(2*np.pi*nc*n/m)

plt.stem(n, x)

plt.xlabel("n")

plt.ylabel("Amplitud")

plt.title("Sefial senoidal discreta x[n]")
plt.show()

Figura 5. Cadigo en Python del Ejemplo 2 para visualizar sefial senoidal
discreta con indice entero.

Senal senoidal discreta x[n]

1.00 A > °
0.75 1

0.50 4

0.25

b=
=
E_ 000 ® &
—0.25 1
—0.50 +
-0.75 1
1004 ] ]
‘ ‘ T T T
0 2 4 6 8

Figura 6. Grafica sefial senoidal del Ejemplo 2, visualizada como discreta con
indice entero.

En este caso, la sefal esta definida Unicamente para los valores enteros
de n, lo que refleja correctamente el concepto de sefal de tiempo discreto.

Al comprender esta distincion entre sefales continuas y discretas, se
establecen las bases necesarias para el estudio de las transformaciones en el
dominio del tiempo y el analisis de sistemas, temas que abordaremos en las
siguientes secciones.
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1.2. TRANSFORMACION DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE

En el analisis de sefales, es comun modificar la variable independiente
(tiempo continuo o indice discreto) con el fin de analizar cémo cambia la forma
de una sefial. Estas modificaciones reciben el nombre de transformaciones en el
dominio del tiempo.

En esta seccion estudiaremos tres transformaciones:
e Desplazamiento temporal
e Inversién temporal
e Escalamiento temporal

Cada transformacion se analizara tanto para sefiales de tiempo
continuo como de tiempo discreto, resaltando sus similitudes y diferencias.

1.2.1. Desplazamiento de sefales continuas y discretas

El desplazamiento temporal consiste en adelantar o atrasar una senal respecto al

eje del tiempo. Matematicamente, esta transformacion se expresa como:
Senal original

Sefial desplazada
Tiempo continuo
P x(t) xl(t —t,)

x[n] x[n — k]

Tiempo discreto

En sefiales en tiempo continuo, el parametro t, es un numero real

(positivo 0 negativo). En sefales discretas, el desplazamiento & es un nimero
entero.
e Si el valor de desplazamiento es positivo, la sefial se desplaza hacia la
derecha.
e Siel valor de desplazamiento es negativo, la sefial se desplaza hacia la
izquierda.

Ejemplo 3: desplazamiento en tiempo continuo
Consideremos una sefial con f=1Hz, definida en el intervalo

t £ [0, 1ls. Para su representacion grafica se utiliza una frecuencia de
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muestreo f; =50 Hz. En este caso, al utilizar ¢, = 0.5 =, |la sefial se desplaza
hacia la derecha, quedando en el intervalo t « [0.5, 1.5]s.

Si se utilizara un valor negativo de t,, el desplazamiento ocurriria hacia
la izquierda.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

f=1 # frecuencia [Hz]

fs = 58 # frecuencia de muestreo [Hz]

ti=8

tf =1

t@ = 8.5 # desplazamiento temporal [s] (retardo)

# Tiempo de la sefial original (duracidén finita)
t = np.linspace(ti, tf, int((tf - ti)*fs), endpoint=False)
np.sin(2*np.pi*f*t)

# Tiempo de la sefial desplazada (misma forma, pero empieza después)
t_shift = t + t0
x_shift = np.sin(2*np.pi*f*(t_shift - t8)) # equivalente a sin(2m f t)

plt.plot(t, x, label="x(t), soporte [@,1]")
plt.plot(t_shift, x_shift, label="x(t - t,), soporte [©.5,1.5]")

plt.xlabel("Tiempo [s]")

plt.ylabel("“Amplitud")

plt.title("Sefial de duracidén finita y su desplaramiento temporal™)
plt.legend()

plt.grid{Trus)

plt.show()

Figura 7. Grafica sefial senoidal del Ejemplo 3.
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Senal de duracién finita y su desplazamiento temporal

1.00 ~

0.75 A

0.50

0.25

0.00

Amplitud

—0.25 A

—0.50 4

—-0.75 1
—— x(t}, soporte [0,1]
—1.00 4 — x(t-to), soporte [0.5,1.5]

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Tiempo [s]

Figura 8. Graficas del Ejemplo 3: senal original (azul) y sefial
desplazada (naranja).

Ejemplo 4: desplazamiento en tiempo discreto
Para una senfal discreta con m = 40 muestras y n. = 2 ciclos, el

desplazamiento se realiza modificando el indice n, a partir del valor de k. Este
desplazamiento no altera las amplitudes de la sefial, tnicamente su ubicacién
temporal.
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Obteniendo la siguiente grafica, en la cual la sefal original definida
entre n =0 y n = 39 se desplaza 5 posiciones hacia la derecha, quedando

definida entre n =5 y n = 44.

Desplazamiento temporal de una senal discreta (soporte finito)

1.00 7 e ® Pe
p [ ®
0.75 1
p ® [ ]
0.50 1
[ p p
0.25 1
=]
2
g_ 0.00 1@ L3 o ° y 1
—0.259 s & 'Y
—0.50
y L] ®
—0.75 A
® x[n], soporte [0, 39] ' * e
_1.004 ® =xInk], soporte [5, 44] ©L® I8 A
T T T T T
0 10 20 30 40

Figura 10. Graficas del Ejemplo 4: seial original (azul) y sefial desplazada
(naranja).

1.2.2. Inversion temporal en senales de tiempo continuo y discreto

La inversion temporal produce un efecto de espejo de la sefal con
respecto al origen del eje temporal y se define matematicamente como:

] ) Senal original Senal invertida
Tiempo continuo
x(t) x(—t)
Tiempo discreto
i x[n] x[-]

Donde el origen temporal se fija en t = 0, 6 n = 0. Esta transformacién
intercambia la parte de la sefal ubicada a la derecha del origen temporal con
la que se encuentra a la izquierda, manteniendo fija la muestra definida en el
origen.
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Ejemplo 5. Inversidon temporal de sefales de soporte finito en
tiempo continuo

En este ejemplo se ilustra el efecto de la inversion temporal sobre una
sefial de soporte finito, en tiempo continuo. Se compara la seinal original con
su version invertida, resaltando el cambio en el soporte temporal y el efecto de
espejo con respecto al origen del eje del tiempo.

Supongamos que tenemos una sefial con f = 1Hz, definida en el
intervalo ¢ « [0, 1]s. Para su representacion grafica se utiliza una frecuencia
de muestreo f = 200 H=z. Al aplicar la inversion temporal, la sefial resultante
queda definida en el intervalot e [-1, 0ls, como un reflejo de la sefial original

respecto al origen temporal. Se observa que el valor de la sefal en t =0 se
mantiene invariante en ambas representaciones.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Pardmetros

f=1 # frecuencia de la sefial [Hz]

fs = 200 # frecuencia de muestreo para visualizacidn [Hz]
ti =80

tf=1

# Sefial original (soporte finito en [ti, tf))
t = np.linspace(ti, tf, int((tf - ti) * fs), endpoint=False)
¥ = np.sin(2 * np.pi * f * t)

# Sefial invertida temporalmente

# La inversidn x(-t) se implementa invirtiendo el eje temporal
# y reordenando las muestras para mantener un eje creciente
t
b4

_inv = -t[::-1] # eje temporal invertido
_inv = x[::-1] # muestras invertidas
# Graficas

plt.plot(t, x, label="x(t), soporte [@, 1]")
plt.plot(t_inv, x_inv, label="x(-t), soporte [-1, @]")

plt.xlabel("Tiempo [s]™)

plt.ylabel("Amplitud")

plt.title("Inversién temporal en tiempo continuo: x(t) ws x(-t)")
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.shou()

Figura 11. Cédigo en Python del Ejemplo 5: inversién temporal en tiempo
continuo.

22
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A partir de la sefial original x(t}, se implementa la inversién temporal

construyendo la sefial x{—t’). Esta operacion se realiza invirtiendo el eje temporal
y reordenando las muestras del arreglo. Adicionalmente, las amplitudes también
se recorren en orden inverso del arreglo.

Inversion temporal en tiempo continuo: x(t) vs x(-t)

1.00 A

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.00 4

Amplitud

—0.25 4

—0.50 +

—0.75

—— x(t), soporte [0,1)
—1.00 4 %(-t), soporte {-1,0]

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Tiempo [s]

Figura 12. Representacion grafica del Ejemplo 5: sefal original x(t) (azul) y
sefal invertida x(-t) (naranja).

Ejemplo 6. Inversion temporal de sefiales de soporte finito en
tiempo continuo y discreto

Ahora. suponaamos que tenemos una sefial x[n] de soporte finito
definida para n e [0 19], es decir, una sefal discreta con 20 muestras que
inicia en el origen. Al aplicar la inversién temporal. se obtiene una sefal
x[—n] cuyo soporte queda definido para n € [—19 0l, lo cual implica que el
orden ,temporal de las muestras se invierte.

En este caso, las amplitudes de la sefal se asignan en orden

inverso con respecto a la sefal original. De manera analoga, las posiciones
temporales discretas se invierten previamente y se reflejan con respecto al
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origen, garantizando la correcta correspondencia entre cada muestra y su nuevo
instante temporal.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros
m = 28 # ndmero de muestras
nc =1 # ndmero de ciclos en la ventana de m muestras

# Sefial original (tiempo discreto) con soporte finito en [8, m-1]
np.arange(m)
np.sin(2 * np.pi * nc * n / m)

® 3
nwon

# Inversidn temporal: x[-n]

# Para graficar de izquierda a derecha, invertimos el eje y reordenamos las muestras
n_inv = -n[::-1] # soporte [- (m-1), @]

¥_inv = x[::-1] # mismas muestras, en orden inverso

# Grafica

plt.stem(n, x, linefmt="C@-', markerfmt='C8o', basefmt=" ",
label=f"x[n], soporte [8, {m-1}]")

plt.stem{n_inv, x_inv, linefmt="C1l-", markerfmt='Clo', basefmt=" "
label=f"x[-n], soporte [-{m-1}, @]")

»

plt.xlabel("n")

plt.ylabel("Amplitud™)

plt.title("Inversidn temporal en tiempo discreto: x[n] vs x[-n]™)
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

Figura 13. Cddigo en Python del Ejemplo 6: inversion temporal en tiempo
discreto.
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Inversion temporal en tiempo discreto: x[n] vs x[-n]

1.00 ¢
0.75 1

R R
_z::l l L[]

—0.50 4

Amplitud

—-0.75 1
® x[n], soporte [0, 19]
-1.00 @ x[-n], soporte [-19, 0]

T T T
-20 =15 =10 =5 0 5 10 15 20
n

Figura 14. Representacion grafica del Ejemplo 6: sefial original x[n] (azul) y
sefial invertida x[-n] (naranja).

1.2.3. Escalamiento en el dominio del tiempo continuo

La tercera transformacién aplicada a la variable independiente
corresponde al escalamiento temporal. A diferencia de las transformaciones de
desplazamiento e inversion, el escalamiento presenta diferencias fundamentales
cuando se aplica a sefiales de tiempo continuo y de tiempo discreto.

En el caso del tiempo continuo, el escalamiento modifica la duraciéon
temporal de la sefal, produciendo un efecto de compresién o dilatacion del eje

temporal, segun el valor del factor de escalamiento a:

Senal original Compresion de la sefial Dilatacién de la senal
(menor duracién) (mayor duracion)
x(t) x(at) para 0<o<1

xlet) para a>1

Ejemplo 7. Compresioén de una seial en tiempo continuo

Supongamos aue tenemos una sefial de frecuencia f = 1 Hz, definida
en elintervalo temporal ¢ « [1, 2]s, esdecir, con una duracion de un segundo.
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Al aplicar un escalamiento temporal con & = 1, la sefial se comprime, reduciendo
su duracién.

El siguiente codigo ilustra el efecto de compresion, para diferentes
valores de a.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros

f=1 # frecuencia de la sefial [Hz]

fs = 58 # frecuencia de muestreo para visualizacién [Hz]
ti=1 # tiempo inicial [s]

tf = 2 # tiempo final [s]

# Vector temporal original (a = 1)
t = np.linspace(ti, tf - 1/fs, int((tf - ti) * fs))
X = np.sin(2 * np.pi * f * t)

# Compresidén temporal
alpha2 = 2
alphad = 4

# Nuevos ejes temporales creados a partir de t
t2 = t / alpha2
t4 = t / alphad

# Sefiales comprimidas
%2 = np.sin(2 * np.pi * ¥ * (alpha2 * t2))
x4 = np.sin(2 * np.pi * £ * (alphad * t4))

# Grafica

plt.plot(t, x, label="x(t), a = 1", linewidth=2)
plt.plot(t2, x2, label="x(at), a = 2", linewidth=2)
plt.plot(t4, x4, label="x(at), a = 4", linewidth=2)

plt.xlabel("Tiempo [s]")

plt.ylabel("Amplitud")

plt.title("Compresién temporal en tiempo continuo™)
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

Figura 15. Cédigo en Python del Ejemplo 7: compresién temporal en tiempo
continuo, paraa > 1.
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Compresién temporal en tiempo continuo

1.00 1 — (L), =1
— X(at), a =2

— xlat), a =4

0.75 A

0.50 4

0.25 4

0.00 +

Amplitud

—0.25 §

—0.50 4

—0.75 1

—1.00 +

T T T T T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
Tiempo [s]

Figura 16. Representacion grafica del Ejemplo 7: sefial original x(t) (azul), senal
comprimida con a=2 (naranja) y a=4 (verde).

Al comprimir la sefial se pueden apreciar dos efectos:
e La duracion de la sefal comprimida es igual a la duracion de la sefial inicial
dividida en a.
e El tiempo inicial de la sefial comprimida es igual al tiempo inicial de la sefal
inicial, dividido en a.
e El tiempo final de la sefial comprimida es igual al tiempo final de la sefal
inicial, dividido en a.

Ejemplo 8. Dilatacion de una seial en tiempo continuo
Vamos a utilizar los mismos datos del ejemplo 7, pero ahora, en este

casol = @ = 1.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros

f=1 # frecuencia de la sefial [Hz]

fs = 58 # frecuencia de muestreo para visualizacién [Hz]
ti=1 # tiempo inicial [s]

tf = 2 # tiempo final [s]

# Vector temporal original (a = 1)
t = np.linspace(ti, tf - 1/fs, int((tf - ti) * fs))
% = np.sin(2 * np.pi * ¥ * t)

# Dilatacicon temporal
alpha2 = 0.5
alphad = 0.25

# Nuevos ejes temporales creados a partir de t
t2 = t / alpha2
t4 = t / alphad

# Seflales dilatadas
%2 = np.sin(2 * np.pi * ¥ * (alpha2 * t2))
x4 = np.sin(2 * np.pi * ¥ * (alphad * t4))

# Grafica

plt.plot(t, x, label="x(t), a = 1", linewidth=2)
plt.plot(t2, x2, label="x(ot), a = 8.5, linewidth=2)
plt.plot(t4, x4, label="x(at), a = ©.25", linewidth=2)

plt.xlabel("Tiempo [s]")

plt.ylabel("Amplitud™)

plt.title("Compresidén temporal en tiempo continuo™)
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

Figura 17. Cédigo en Python del Ejemplo 8: dilatacién en tiempo continuo, para
O<a<1.
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Compresion temporal en tiempo continuo

1.00 —_—x(t),a=1
— xlat), x = 0.5

— x(at), a = 0.25

0.75 A

0.50 A

0.25 A

0.00

Amplitud

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 A

Tiempo [s]

Figura 18. Representacion grafica del Ejemplo 8: sefial original x(t) (azul), seial
dilatada con a=0.5 (naranja) y a=0.25 (verde).

En este caso, a medida que a se va haciendo mas pequeno, la duraciéon
de la sefial se va haciendo mayor. El vector de tiempos se divide entre a.

1.2.4. Escalamiento en el dominio del tiempo discreto

A diferencia del caso continuo, estas operaciones (compresion/
dilatacién) no son equivalentes exactos, sino aproximaciones practicas para su
implementacion digital.

En particular, cuando se realiza una compresion temporal, se descartan
muestras de la sefal original que no pueden recuperarse posteriormente. Por el
contrario, al efectuar una dilatacién temporal, se introducen muestras adicionales
con valor cero en posiciones especificas del eje temporal.
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Ejemplo 9: Compresion senal discreta

Supongamos que tenemos un ciclo de una sefial senoidal con 40

muestras, empezando en la muestra n = 0 y terminando en n = 39. Esta sefal

se comprime con un & = 3, como se presenta con el siguiente cédigo:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

a
it

P
(]

3 # prueba con 2, 3, 4...

np.arange(m) # entero
np.sin(2 * np.pi * nc * n / m)

x_new = x[::a]
n_new = np.arange(len(x_new)) # 0..len(x_new)-1

plt.
plt.
.show()

plt

plt

Figura 19.

stem(n, x)
axis([n.min(), n.max()+1, x.min(), x.max()])

.stem(n_new, x_new)
plt.
plt.
plt.

axis{[n_new.min(), n_new.max()+1, x_new.min(), x_new.max()])
xticks(n_new) # ticks enteros
show()

Caodigo en Python del Ejemplo 9: compresion en tiempo discreto,
para a=3.

Las amplitudes las tomamos cada a posiciones, empezando desde la
posicion n=0. Asi, para un vector de 40 posiciones que empieza en 0 y termina
en 39, tendremos 14 muestras, empezando en 0 y terminando en 13 (que se
obtiene de dividir 39 entre 3).
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Obtenemos las siguientes graficas:

A)

1.00

0.75 1

B)

T
10

T
15

T
20

T
25

30

T
35

40

0.75

0.50

0.25 [

0.00

—0.25 4

—0.50 4

—0.75 1

-1.00

Figura 20. Representacién grafica del Ejemplo 9: a) sefial x[n], b) sefal x[3n].
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Ejemplo 10: Dilatacion seial discreta, caso a=1/q.

Vamos ahora a realizar un ejemplo para el caso discreto, cuando

hacemos una transformacion de dilatacion.

g e Z.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

m = 1@ # nidmero de muestras
nc =1 # nidmero de ciclos
q=3 # g es entero
a=1/ g

En este caso a = 1/gq, donde

# Sefial original (tiempo discreto entero)

n = np.arange(m)
¥ = np.sin(2 * np.pi * nc * n / m)

# Dilatacidn

L = int{round(1 / a))
n_new = np.arange(m * L)
¥_new = np.zeros(m * L)
¥_new[::L] = x

# Sefial original
plt.stem(n, x)

# factor entero
# eje discreto entero

# insertar ceros

plt.axis([n.min(), n.max()+1, x.min{), x.max()])

plt.xticks(n)
plt.show()

# Sefial dilatada
plt.stem(n_new, x_new)

plt.axis([n_new.min(), n_new.max()+1, x_new.min(), x_new.max()])

plt.xticks(n _new[::L])
plt.show()

# sy ticks cada L

Figura 21. Cdédigo en Python del Ejemplo 10: dilatacién en tiempo discreto, para

a=1/3.
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En este cadigo es importante utilizar el entero del redondeo de 1/ a,
para conocer las posiciones nuevas de la sefial dilatada, y de esta manera se
insertan ceros por medio de x_new[::L] = x.

Y se obtiene:

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.00 *

—0.25 A

—0.50 ~

—0.75 A

0.75 A

0.50 A

0.25 4

0.00 09— 000000000 T T 00T 0T 0

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

Figura 22. Representacioén grafica del Ejemplo 10: a) sefal x[n], b) sefal x[n/3].
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La sefal x[n] esta comprendida en el intervalo [0, 9] (ultimo valor
no nulo en n=9); mientras que, la senal x[n/3] esta comprendida en el intervalo

[0, 29], pero con valores no nulos hasta n=27.
Ejemplo 11: Dilatacion senal discreta, caso a=p/q.

Vamos ahora a analizar un caso “especial” de dilatacién, que ocurre
cuando el valor de p no es igual a 1. En esta situacién, no solo se insertan
ceros dentro de la sefial dilatada, sino que, adicionalmente, algunas muestras
de la senal original se pierden. Por lo tanto, este es un claro ejemplo de que
el escalamiento temporal en tiempo discreto no es una operacién invertible en
general: la compresién nunca es reversible y la dilatacion solo lo es cuando a =
1/ q, para q entero.
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Trabajaremos con el siguiente codigo:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Sefial original
n = np.arange(8, 11) #0..18
¥ = np.arange(len(n)) # ejemplo: x[n] = n

# Factor de expansidn
alpha = 2/3
ratic = 1/alpha # 3/2

# Mapeo de indices

n_targets = ratio * n

n_int mask = np.isclose(n_targets, np.round(n_targets))
n_targets_int = np.round(n_targets[n_imt_mask]).astype(int)

# Nueva sefial expandida

N_new = n_targets_int.max() + 1
X_new = np.zeros(N_new)
X_new[n_targets_int] = x[n_int_mask]

# Grafica sefial original
plt.figure()

plt.stem(n, x, basefmt=" ")
plt.xlabel("n")
plt.ylabel("Amplitud")
plt.title("Sefial original x[n]")
plt.grid({True)

plt.show()

# Grafica sefial expandida

plt.figure()

plt.stem{np.arange(N_new), x_new, basefmt=" ")
plt.xlabel("n")

plt.ylabel("Amplitud™)

plt.title("Sefial expandida x[nfa], o = 2/3")
plt.grid({True)

plt.show()

Figura 23. Cdodigo en Python del Ejemplo 11: dilatacién en tiempo discreto, para
a=2/3.
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Y obtenemos la senal de salida:

A Senal original x[n]
10

Amplitud

B Senal expandida x[n/a], o = 2/3
10 A

Amplitud

o -
(S
4
o
o 4

10 12 14

Figura 24. Representacion grafica del Ejemplo 11: a) sefial x[n], b) sefal x[n/3].
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¢, Cuales son los datos que se conservan después de la dilatacion? Si
al realizar n/(a) el resultado es entero, entonces se conserva; en caso contrario,
se pierde. Por ejemplo, el dato ubicado en n=1 se pierde, dado que, al realizar
1/(2/3), el resultado es 1.5; mientras que, el dado ubicado en n=2 se conserva,
porque al realizar 2/(2/3) obtenemos como resultado 3.

1.2.5. Combinacion de transformaciones

En esta ultima seccion de transformaciones, se aborda la aplicacion
simultanea de dos o mas transformaciones sobre la variable independiente de
una sefal. Este tipo de operaciones es frecuente en el andlisis de sefales vy,
aunque existen distintos procedimientos para realizarlas, a continuacién, se
propone un método sistematico que facilita su correcta interpretacion y evita
errores comunes.

El procedimiento recomendado es el siguiente:

1. Factorizar la variable independiente, de manera que el coeficiente que
acompana a la variable tenga magnitud uno y signo positivo. Esto permite
identificar de forma clara el tipo de transformaciones involucradas.

2. Aplicar las transformaciones siguiendo el orden
de los paréntesis, de afuera hacia adentro.
En la practica, esto implica realizar primero la inversion temporal o el
escalamiento (dilatacién o compresion), y aplicar el desplazamiento
siempre como la ultima transformacion.

Este método garantiza una lectura correcta de la sefial transformada
y resulta especialmente util cuando se combinan inversién, escalamiento y
desplazamiento en una misma expresion.

Ejemplo 12: Combinacién de transformaciones en sefal discreta

Vamos a ilustrar el procedimiento mediante un ejemplo. Supongamos
que tenemos la siguiente sefal discreta x[n]:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

el # numeroc de muestras de la sefial

nc = 2 # ndmero de ciclos de la sefial

n
¥ o=

plt.
xlabel("n")
ylabel("Amplitud™)
gdtle("sefial x[n]™)
Lgrid(True)

plt
plt
plt
plt

np.arange(8, m) # eje temporal discreto
np.sin(2 * np.pi * nc * n/m) # sefial discreta

stem(n, x)

Figura 25. Cddigo en Python del Ejemplo 12: generacion de la sefal discreta.
La sefal obtenida se presenta a continuacion:

Senal x[n]

1.00 4 L L 4
0.75
0.50 ~

ypi 11—t

0.00

Amplitud

—0.25 4

®
—

o—
—

—

—0.50 +

—0.75 +

—1.00 + *

Figura 26. Representacion grafica del Ejemplo 12: sefial x[n].
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Esta sefial es de soporte finito y estd comprendida en el intervalo [0, 29].
A esta sefial se le aplicara la siguiente transformacion:
x[-2n+ 8]
Siguiendo el procedimiento descrito anteriormente, se realizan los
siguientes pasos.
Paso 1: Factorizacion de la variable independiente

x[—2n+ 8] = x[-2(n — 4]]

Esta forma permite identificar claramente las transformaciones
involucradas.

Paso 2: Escalamiento temporal (compresion, a=2)

Se realiza primero la compresiéon temporal, tomando una de cada a
muestras de la senal original:

alpha = 2
n_new = np.arange(8, int(np.ceilim/alpha)))
®x_new = x[::alpha]

plt.stem(n_new, x_new)
plt.xlabel("n")
plt.ylabel{"Amplitud™)
plt.title("Sefial comprimida (a = 23")
plt.grid(True)

Figura 27. Codigo en Python del Ejemplo 12: compresion, a=2.
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Senal comprimida (a = 2)

1.00 ¢
0.75 A

0.50
0.25 [ T
0.00 1 ®

—0.50

Amplitud

—0.75 A

—1.00

n

Figura 28. Representacion grafica del Ejemplo 12: compresion, a=2.

En este primer resultado es importante resaltar que la duracién de
la sefial cambid a la mitad, es decir, por un factor de 1/a. De las 30 muestras

iniciales, ahora quedaron 15, ubicadas en el intervalo [0, 14].

Paso 3: Inversiéon temporal

A continuacion, se realiza la inversion temporal reflejando el eje discreto
con respecto al origen:

n_inv = -n_new
plt.stem(n_inv, x new)
plt.xlabel{"n")
plt.ylabel("Amplitud”)
plt.title("Sefial invertida™)
plt.grid(True)

Figura 29. Cdodigo en Python del Ejemplo 12: inversion de la sefal.
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Sefal invertida

1.00 4
0.75 4
0.50 +
0.25 +

0.00 4 T
—0.25 A l l

—0.50 A

Amplitud

—0.75

—1.00 A

-4 -2 -0 -8 -6 -4 -2 0
Figura 30. Representacion gréfica del Ejemplo 12: inversién de la sefial.

La sefal resultante tiene la misma cantidad de muestras de la obtenida
en el paso anterior, pero con efecto espejo respecto al eje vertical.
Paso 4: Desplazamiento temporal, k=4

Como paso final, vamos a realizar el desplazamiento temporal,
con k= 4.

k=4
n_disp = n_inv + k

plt.stem(n _disp, x new)
plt.xlabel("n™)
plt.ylabel{"Amplitud™)
plt.title("Sefial transformada final")
plt.grid(True)

plt.show()

Figura 31. Cédigo en Python del Ejemplo 12: desplazamiento temporal, k=4.
Obteniendo:
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Senal transformada final

1.00 4 ® L
0.75
0.50 ~

0.25 ~

0.00 ~ T l ®
—0.25 A

Amplitud

~0.50 -
~0.75 1
[ ]
~1.00 1 & L4
T T T T T T T T
_10 -8 6 —4 -2 0 2 a

Figura 32. Representacion grafica del Ejemplo 12: resultado final de la
transformacion.

Finalmente, la sefial queda en in intervalo [—10, 4].

Verificacion del soporte temporal
Para verificar el soporte de la sefial transformada, se evala la expresion
—-2n+8-2n en los extremos del soporte original:

—-2n+8=10 = n=424

—2n+8=29 = n = —10.5 muestra no valida en tiempo
discreto

—2n+8=128 = n=—10
Por lo que la sefal transformada queda definida en el intervalo:

n e [-10, 4]

La amplitud de la sefal transformada en n = —10 corresponde al valor

original de x {28}, mientras que, la amplitud en n = 4 corresponde al valor original

de x{0).
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Este resultado confirma que la transformaciéon ha sido aplicada
correctamente y evidencia que, en tiempo discreto, algunas muestras pueden
perderse cuando el argumento de la sefial no toma valores enteros.

1.3. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS

En esta ultima seccién del primer capitulo se introducen las propiedades
fundamentales de los sistemas. Un sistema puede ser un dispositivo fisico, un
circuito, un algoritmo o cualquier mecanismo que permita transformar una sefal
de entrada en una sefal de salida.

Existen:

e Sistemas de tiempo continuo, en los cuales tanto la sefial de entrada
como la sefal de salida son continuas.

e Sistemas de tiempo discreto, en los que tanto la entrada como la salida
corresponden a sefiales discretas.

e Sistemas hibridos, donde la entrada es una sefial continua y la salida
es una sefial discreta, como ocurre, por ejemplo, en un conversor
analégico—digital (A/D).

A continuacion, se describen algunas de las propiedades mas
importantes de los sistemas.

1.3.1. Memoria

Se dice que un sistema es sin memoria si el valor de la sefal de salida
en un instante determinado depende Unicamente del valor de la sefial de entrada
en ese mismo instante.

Un ejemplo de un sistema sin memoria en tiempo continuo €S:

ylt) = 2x(¢)

Donde y(t) es la salida del sistema y x(t} es la sefial de entrada. En
este caso, el sistema amplifica la sefal por un factor de 2, es decir, por ejemplo,
si ingresa una senal constante de 10 [V], la salida sera otra sefial constante de
20 [V].

En el caso discreto, un ejemplo de sistema sin memoria es:

ylnl = 2x[n]
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Donde y[n] es la salida del sistema y x[n] es la sefial de entrada
discreta.

Por el contrario, un sistema con memoria es aquel en el que la salida
depende de valores pasados o futuros de la sefial de entrada. Por ejemplo:

y(t) = x(t — 2)

En ambos casos, para calcular la salida en el instante actual necesito
conocer la sefal de entrada en un instante pasado. Por ejemplo, para calcular

y(0) es necesario conocer x{—2).
1.3.2. Causalidad

Se dice que un sistema es causal, si la salida depende Unicamente de
valores presentes y/o pasados de la sefal de entrada.
Un ejemplo de un sistema causal, es:

y(t) = x(t) + x(t - 2)

Por otro lado, un sistema es no causal si la salida depende de valores
futuros de la sefial de entrada, como en el caso de:

y(t) = x(t + 2)

Los sistemas no causales no pueden implementarse en tiempo real,
aunque pueden utilizarse en aplicaciones de procesamiento fuera de linea.

1.3.3. Estabilidad

Un sistema es estable, si para una entrada acotada (de amplitud finita),
la salida también es acotada. Esta propiedad se conoce como estabilidad BIBO
(Bounded Input, Bounded Output).

La verificacién de la estabilidad es fundamental, ya que un sistema
inestable puede producir salidas no controladas o no ser fisicamente realizable.

Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema:
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yo =22

En este caso, para t=0 la salida no esta definida y puede crecer sin
limite, incluso si la entrada es acotada. Por lo tanto, ese sistema no es estable.

En contraste, el sistema:
y(t) = x*(¢)

Si es estable, dado que, para una entrada de amplitud finita, la salida
permanece acotada.

1.3.4. Invertibilidad

Se dice que un sistema es invertible si existe otro sistema (llamado
sistema inverso) tal que, al conectarlos en serie, se recupera exactamente la
sefal de entrada. Es decir, si la salida del primer sistema es w(t) o w[n], entonces
el sistema inverso permite volver a obtener x(t) o x[n]:

a)
(1) G (1) gE——— (1)
INVERTIBLE INVERSO
b)

x(n| ou——— (1| oum—— 0]
INVERTIBLE INVERSO

Figura 33. Interconexién sistema invertible-inverso: a) continuo, b) discreto.

Equivalentemente, unsistemaesinvertible siexiste unacorrespondencia
uno a uno entre entrada y salida: entradas diferentes no pueden producir la
misma salida.
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Ejemplo 13: Sistema invertible en tiempo continuo
Considere el sistema:

5, yit) = x(2¢)
Cuyo sistema inverso, es:

Sat yit) = x(£/2)

El primer sistema (S,) comprime la sefial de entrada, y el segundo
sistema (S,) la dilata, de manera que al aplicar ambos en cascada se recupera
nuevamente la sefial original x(t).

Ejemplo 14: Sistema discreto que no es invertible
Ahora analicemos el sistema discreto:

5 ylnl = x[2n]

Aqui también ocurre una compresién en el eje temporal. Sin embargo,
a diferencia del caso continuo, en tiempo discreto esta operacion descarta
muestras: la salida solo conserva los valores de x[n] en indices pares (0, 2,
4, ...), por lo que se pierde la informacién correspondiente a las muestras de
indices impares (1, 3, 5, ...).

En consecuencia, no es posible recuperar x[n] Unicamente a partir de
y[n], ya que multiples sefales de entrada distintas pueden producir exactamente
la misma salida (por ejemplo, cualquier modificacion en las muestras impares de
x[n] no afecta a y[n]). Por lo tanto, este sistema no es invertible.

1.3.5. Linealidad

Un sistema se dice lineal si cumple el principio de superposicion, el
cual incluye dos propiedades fundamentales: aditividad y homogeneidad.

Esto significa que, si al sistema se le aplican dos sefales de entrada y

se combinan linealmente, la salida resultante es la misma combinacion lineal de
las salidas individuales.
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Ejemplo 15: sistema lineal
Considere el sistema:

yl(t) = 2x()
Definamos dos senales de entrada constantes:

woEl=2 y x.(t)=3
Al evaluar cada sefial en el sistema, se obtiene:

wig)=2xt)=4 y i) =2x,0t) =6

Ahora definimos una nueva sefial como la suma de las dos sefiales de
entrada:

x,(8) = x,(t) + x,(t) =5

Y al evaluar la sefial en el sistema, se obtiene:
ya () = 2x,(8) = 10

Finalmente, comparamos:

v (&) =y () + 3 () =10

Dado que se cumple el principio de superposicién, se concluye que el
sistema es lineal.

Ejemplo 16: sistema no lineal
Consideremos ahora el sistema

y(£) = 2x(6) + 1
Utilizando las mismas sefiales de entrada

=2 vy x{#=3
Obtenemos:

v () =5 y » =7
Definiendo nuevamente
) =x, (B + =) =5
Y al evaluar la senal en el sistema:

Y, (8) = 11
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Sin embargo,

v ) + 308 =12 =5 (),
Por lo tanto, este sistema no cumple el principio de superposicion y se
clasifica como no lineal.

1.3.6. Invarianza

Un sistema es invariante en el tiempo si al desplazar la sefal de
entrada y luego evaluarla en el sistema, se obtiene el mismo resultado que al
evaluar primero la sefal en el sistema y después desplazar la sefial de salida en
la misma cantidad.

Formalmente, si una sefal de entrada x[n] produce una salida y[n], el
sistema es invariante si para cualquier desplazamiento n, se cumple:

sist ema
xln—ny]l —— yln —ngl

Es decir, el sistema no depende del instante especifico en el que se
aplica la sefal, sino Unicamente de su forma.
Ejemplo 17: sistema invariante

Supongamos que tenemos una sefial x[n] la cual se encuentra en el

intervalon e [0, 3], con las amplitudes x[n] = {1, 2, 1, 2}.

Esta sefial ingresa al sistema
ylnl = x[2n]

El cual realiza una compresion de la sefal de entrada, por factor de
a=2, asi:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

m=4
np.linspace(®, m-1, m)
np.array([1, 2, 1, 2])

a =2
n_new = np.linspace(e, int((m-1)/a), int(m/a))
¥_new = x[::a]

# Sefial original

plt.figure()

plt.stem(n, x)

plt.xlabel("n")
plt.ylabel("x[n]")
plt.title("sSefial original x[n]™)
plt.grid(True)

# Sefial comprimida

plt.figure()

plt.stem(n_new, x_new)

plt.xlabel("n")

plt.ylabel("y[n]™)

plt.title("Sefial comprimida y[n] = x[2n]™)
plt.grid(True)

Figura 34. Cédigo en Python sefal del Ejemplo 17: sefial x[n] y y[n].

Obteniendo esta sefal de salida del sistema, para la sefial de entrada
x[n]:
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Senal original x[n]

2.00 4

1.75 A

1.50 A

1.25 A

1.00

x[n]

0.75 A

0.50

0.25

0.00 A

A 4

0.0

0.5 1.0 15 2.0 2.5

Senal comprimida y[n] = x[2n]

3.0

1.0 4

0.8

0.6

yln]

0.4+

0.2 4

0.04

Figura 35. Representacion grafica del Ejemplo 17: a) sefal x[n], b) senal y[n].
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Ahora, desplacemos la sefal de entrada una posicion a la derecha, es
decir:

x,Inl = x[n—1]

La cual ingresaremos al mismo sistema, obteniendo:

# Sefial desplazada x1[n] = x[n-1]
m=4

n = np.arange(8, m+l)

x1l = np.array([e, 1, 2, 1, 2])

# Sistema: y[n] = x[2n]

a =2
n_new = np.arange(8, int(m/a) + 1)
vyl = x1[::a]

# Sefial desplazada

plt.figure()

plt.stem(n, x1)

plt.xlabel("n")

plt.ylabel{"x1[n]"}

plt.title("Sefial desplazada x1[n] = x[n-1]")
plt.grid(True)

# Salida del sistema para la sefial desplazada
plt.figure()

plt.stem{n_new, yl1}

plt.xlabel("n")

plt.ylabel{"y1[n]"}

plt.title("Salida del sistema: y1[n] = x1[2n]")
plt.grid(True)

Figura 36. Cédigo en Python sefal del Ejemplo 17: sefial x1[n] y y1[n].
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Senal desplazada x1[n] = x[n-1]

2.004

1.75 A

1.50 4

1.25 A

1.00 A

x1[n]

0.75 A

0.50 A

0.25 A

L 4 L 4

0.00

L 2

0.0

0.5

1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Salida del sistema: y1[n] = x1[2n]

B) 2.00 +

1.75 A
1.50 A
1.25 A

1.00 A

yl[n]

0.75 A

0.50 A

0.25 A

L L 4

0.00 &
T
0

Figura 37. Representacion grafica del Ejemplo 17: a) sefial x[n], b) sefal y[n].
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Si aplicamos desplazamiento a la derecha de la sefial y[n] obtenida en
la Figura 35b, nos damos cuenta que NO es la misma y,[n]. Entonces, el sistema
NO es invariante.

Nota conceptual

Un error comun al analizar la invarianza en el tiempo es asumir que toda
operacion sobre el eje temporal conserva los desplazamientos. Sin embargo, los|
sistemas que realizan escalamiento temporal (compresion o dilatacion) modifican
la relacion entre las muestras, de modo que un desplazamiento en la sefal de
entrada no se traduce en el mismo desplazamiento en la sefial de salida. Por
esta razon, los sistemas del tipo y[n]=x[an], con o#1, no son invariantes en el
tiempo.
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CAPITULO Il

Sistemas LTI
( Lineales, invariantes en el tiempo)

En este capitulo nos enfocaremos en los sistemas LTI, que son aquellos
que cumplen tanto la propiedad de linealidad (principio de superposicion) e
invarianza temporal (respuesta independiente del tiempo absoluto). Estos
sistemas permiten determinar la salida para cualquier entrada mediante la
operacion de convolucion con la respuesta al impulso. Conoceremos en qué
consiste la convolucion, como calcularla en sistemas continuos y discretos, y
cémo nos podemos apoyar en Python para su calculo.

Al finalizar el Capitulo, deberas estar en capacidad de:

Representar una sefal discreta en términos de impulsos desplazados.
2. Realizar la convolucion entre dos sefales discretas aplicando la
propiedad distributiva.
3. Realizarla convolucién entre dos sefales discretas aplicando la ecuacion
de convolucion.
Realizar la convolucion entre dos sefales discretas utilizando Python.
5. Realizar la convolucién entre dos sefales continuas aplicando I3
ecuacion de convolucion.
6. ldentificar si un sistema LTI cumple con las propiedades de memoria,
causalidad, invertibilidad y estabilidad, a partir del analisis de la respuesta

al impulso.
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Un sistema es Lineal e Invariante en el Tiempo (LTI) si cumple simultaneamente
las propiedades de linealidad e invarianza temporal. Este tipo de sistemas ocupa
un lugar central en el analisis de sefiales, ya que permite describir completamente
su comportamiento a partir de una Unica senal: la respuesta al impulso.

En efecto, un sistema LTI queda completamente caracterizado por su respuesta
al impulso. Esto significa que, si se conoce como responde el sistema ante una
sefial impulso, es posible determinar su salida frente a cualquier sefal de entrada
mediante |la operacion de convolucion.

2.1. SENAL IMPULSO Y SENAL ESCALON EN TIEMPO DISCRETO

La sefial impulso, denotada como &[nl, es la sefial “mas importante”
cuando estamos trabajando con sefales discretas, porque permite descomponer
cualquier senal discreta como combinacion de impulsos desplazados.

Esta senal impulso, equivale a:

1 n=10
5lnl ={ .
[n] 0 n=x0
Es decir, solamente existe en el origen, y para los demas valores de n

es cero.
Graficamente, esta sefal es:

104 p

0.8

0.6

0.4

0.2

001 &———————————@

Figura 38. Sefial impulso discreta.

La cual se genero con el siguiente codigo en Python:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

n = np.linspace(-5, 5, 11}

impulso = np.array([e, &, &, 8, @, 1, @, 8, @, &, &])
plt.stem{n, impulsc) # visualizacidn sefial impulso

Figura 39. Cddigo en Python para dibujar la sefial impulso discreta.

Ahora bien, aplicando desplazamiento a la sefial impulso, tendremos

que:
sth-11={3 "1
sth+1l={) "1

=2

sl-21={g 123

Y de forma general,

1 n=k
0 n=xk

De tal forma que, cualquier sefal discreta se puede representar a partir
de impulsos desplazados, asi:

5ln—1l ={

xln] = Z a,6[n — K]

Donde g;, corresponde a la amplitud del impulso ubicado en n = k.
Ejemplo 18: representaciéon sefal discreta a partir de impulsos

desplazados
A manera de ejemplo, vamos a partir de la siguiente sefal

x[n], la cual se presenta a continuacion
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10 1 p
8 4 ]
-
.
) [ |
N ?
4 ) 0 2 a

Figura 40. Sefal x[n] del Ejemplo 18.
La cual se dibuja a partir del siguiente codigo en Python:

# Sefial discreta x[n]

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

n = np.linspace(-5, 5, 11}
impulse = np.array([4, 8, -5, 3, 18, 2, -4, -6, 1, 3, 7])
plt.stem(n, impulse) # wvisualizacidn sefial x[n]

Figura 41. Codigo en Python del Ejemplo 18.

Esta sefial x[n] se puede representar asi:

x[n] = 46[n + 5] + 85+ 4] —56[n +3] + 38[n + 2] + 105[n + 1] + 26[n] — 46[n— 1] — 65[n — 2]
+ 8ln—3]1+385[n—4] +75[n - 5]

Existe otra sefial que también es importante cuando modelamos
sistemas discretos, y corresponde a la sefial escalén unitario. Esta senal esta
conformada por infinitos impulsos desplazados, los cuales inician en el origen y
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terminan en infinito. Matematicamente, esta senal la expresamos como:

1 n=10
“[“]_{u n=0

Estrictamente hablando, no podemos graficar esta sefial en Python,
dado que necesitariamos infinitos impulsos, pero vamos a graficar una parte de
la sefial, asi:

Sefal escalén unitario u[n]

1.0 A 4 A 4 L 2 L L 4

0.8 1

0.2 4

0.0 A

]
L 3
[ ]
L 3
[ ]

-4 -2 0 2 4

Figura 42. Sefial u[n], visualizacion entre [-5 5].

Nota aclaratoria
Aunque la sefial escaldn unitario esta definida para un nimero infinito
de muestras, en la practica se visualiza sobre un intervalo finito del eje temporal.

Esta sefial uln], la podemos también expresar en términos de impulsos
desplazados, asi:

uln] = ) sln~K]
k=0

Adicionalmente, podemos expresar la sefial impulso en términos de la
sefal escaldn, asi:

8[n] = uln] — uln — 1]
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Larepresentacion de sefiales discretas a partir de impulsos desplazados
permite entender como un sistema responde ante excitaciones elementales.
En particular, en sistemas LTI, el conocimiento de la respuesta del sistema
ante un impulso unitario resulta suficiente para caracterizar completamente su
comportamiento.

A partir de esta idea, surge naturalmente la operacion de convolucion,
la cual permite determinar la salida de un sistema LTI ante cualquier sefal de
entrada, combinando las contribuciones de impulsos desplazados ponderados
por la senal de entrada.

2.2. CONVOLUCION EN TIEMPO DISCRETO

Es una operacion matematica que se realiza entre dos sefales,
tipicamente la sefal de entrada a un sistema LTI, denotada como x[n], y la
respuesta al impulso del sistema, denotada como h[n].

La salida del sistema, y[n], se define como la convolucién entre ambas
sefales, es decir:

y[nl = x[nl@hln]

donde & es el operador de convolucion. La salida del sistema puede
interpretarse como una suma ponderada de respuestas al impulso desplazadas
y escaladas, en la que cada valor de la sefhal de entrada actua como el peso de
cada contribucion.

Para poder entender la operacién de convolucion, partiremos de los
siguientes resultados de convolucionar una sefial de entrada por un impulso
desplazado:

x[n]@&[n] = x[nl
x[nl@5[n — 1] = x[n — 1]
x[nl@5[n — 2] = x[n - 2]

x[nl@&n +1] = x[n + 1]
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x[n]@E[n 4+ 2] = x[n + 2]

Y de forma general,

x[nl@5n — k] = x[n— &l

De tal forma que, cuando se convoluciona una sefial discreta por un
impulso desplazado k posiciones, como resultado se tiene la sefial desplazada

por el mismo valor de desplazamiento k.

A continuacién, vamos a conocer dos métodos para realizar la
convolucién discreta. El primero, utiliza la propiedad distributiva de la convolucién,
y el segundo, aplica directamente la definicion matematica de convolucion.

2.2.1. Método 1 (Propiedad Distributiva)

Ejemplo 19: convolucién de seiales discretas, método propiedad
distributiva.

Supongamos que tenemos una seiial x[n] y una sefal h[n], definidas
como:

x[n] = 36[n] + 250n — 1] — 45[n — 2]

hlnl = 280n] — 2800 — 1]

Entonces la salida del sistema LTI, la podemos expresar como:

ylnl = x[n]l®@nln] = x[nl{n,[n] + hy[nl} = x[n]l @k, [n] + x[n]@h, [n]

Es decir, que para nuestro ejemplo tenemos que realizar dos
convoluciones, dado que, la respuesta al impulso estd conformada por dos
impulsos.

Hacemos,

hlnl = hy[n] + ho[n]

Donde,

hy[nl = 26[n]
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halnl = —28[n — 1]
El resultado de

x[nl@hn,[n] = {36[n] + 26[n — 1] — 45[n — 21}@{25[n]}
= 2{36[n] + 26[n — 1] — 45[n - 2]}

= 65[n] + 46[n - 1] — 85[n - 2]
Y el de,
x[n]l@h, [n] = [36[n] + 26[n— 1] — 46[n - 21}@{-26[n - 1]}

= —2{36[n — 1] + 26[n— 2] — 45[n — 3]}

= —65n—1] —46[n— 2] + 85[n— 3]
Sumando los dos resultados anteriores, obtenemos:

ylnl = 66[n] +46n—1]1-86n—2] —66[n — 1] —46[n— 2] + 86[n — 3]
ylnl = 66[n] +{46n—1] — 660n — 11} + [—88[n — 2] — 46[n — 21} + 85[n - 3]

ylnl = 66[n] —26n—1] = 126[n — 2] + 85[n - 3]

2.2.2. Método 2 (aplicando la ecuaciéon de convolucién)

La convolucién entre dos sefiales, se define a continuacion:

yinl = Z KlhIn — K]

Es decir que, una de las dos sefales la dejamos “quieta” (x[n]), y la

otra la invertimos y la desplazamos (h[n]). Vamos a aplicar este método con el
mismo ejemplo que utilizamos en el método 1.

Ejemplo 20: convolucién de senales discretas, método ecuacion
de convolucioén.
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Paso 0: grafica de las dos sefiales:

x[n] h[n]
2 2
0 T 0 n' >
2
2

Figura 43. Ejemplo 20, convolucion: sefal x[n] y h[n].

Paso 1: se realiza cambios de variable en las dos sefales, y la inversion
en una de ellas, asi:

x[K] h[n-k]
2 2
0 1 2 > k n-1 n n+1 > k
-2
-4

Figura 44. Ejemplo 20: Paso 1 de convolucion discreta.

Paso 2: ubicar la sefial h[n — k] a la izquierda de la sefial x[k], de la
siguiente forma:
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» k

n-1 n n+1

4

Figura 45. Ejemplo 20: Paso 2 de convolucién discreta.
Dado que las sefiales no estan superpuestas, la salida es y[nl =0,
paran = 0.
Paso 3: desplazar la sefial h[n— k] hasta que un impulso quede

superpuesto en la sefal x[n], asi:

3
5 2
1 2 > k
n-1 n n+1

4

Figura 46. Ejemplo 20: Paso 3 de convolucién discreta.
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El resultado es igual a multiplicar las amplitudes del impulso que tienen
en comun ambas sefiales. Entonces y[n] = &, paran =0.

Paso 4: desplazar la sefial k[n — k] una posicion a la derecha.

3
22
1 2 I k
n-1 n n+1
-2
-4

Figura 47. Ejemplo 20: Paso 4 de convolucion discreta.

Para este caso, dos impulsos estan superpuestos, por lo que se deben
realizar dos multiplicaciones y posteriormente la suma de estos resultados. De

tal forma que, ylnl = (3 % -2} + (2% 2)= -6+ 4= -2, paran =1.

Paso 5: desplazar la sefial h[n — k] dos posiciones a la derecha.
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2
2
1] 1 2 > k
n-1 U n+1
-2
-4

Figura 48. Ejemplo 20: Paso 5 de convolucion discreta.

De nuevo, dos impulsos estan superpuestos, por lo que se deben
realizar dos multiplicaciones y posteriormente la suma de estos resultados. De

tal forma que, yln]l = (—4% 2) + (2% —2) = -8 —4 = —12, paran = 2.

Paso 6: desplazar la sefial h[n — k] tres posiciones a la derecha.

3
5 2
0 1 3 " k
n n n+1

-4

Figura 49. Ejemplo 20: Paso 6 de convolucion discreta.
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Para este caso, las sefales se superponen en un impulso. De tal forma

que, yln] =(—4 x —2) = g8, paran = 3.

Paso 7: desplazar la sefial k[n — k] cuatro posiciones a la derecha.

3
2
‘ :
0 1 2 3 4 > k
n- n n+1
-2
-4

Figura 50. Ejemplo 20: Paso 7 de convolucion discreta.

Como se apreciaen lafigura anterior, las sefiales no estan superpuestas,

por lo que su salida es y[n]l =0, paran = 4.

En resumen,
0 n=10
6 n=10
1 =2 n=1
vl =415 522
8 n=3
0 n=4
O, de forma equivalente,

vlnl =68[n] —26[n— 1] — 125[n — 2] + 86[n - 31.
Si comparas el resultado con el obtenido con el método 1, es el mismo.

Aunque este método puede ser un poco mas largo que el método 1, nos servira
para entender la convolucion en sefiales continuas.
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Como se observa, el resultado obtenido mediante la aplicacion directa
de la ecuacion de convolucion coincide con el obtenido utilizando la propiedad
distributiva. Aunque este segundo método resulta mas extenso, permite
comprender de manera mas profunda el significado geométrico y operacional
de la convolucion, lo cual sera fundamental en el analisis de sefiales continuas.

2.2.3. Convolucién de seiales discretas utilizando Python

A continuaciéon, vamos a realizar la convolucién del Ejemplo 19
utilizando la libreria numpy de Python:

import numpy as np

# Primera sefial
nl = np.arange(@, 3)
x1 = np.array([3, 2, -4])

# Segunda sefial
n2 = np.arange(@, 2)
X2 = np.array([2, -2])

plt.stem(nl, x1)
plt.title("Sefial 1: x1[n]")
plt.xlabel("n")
plt.ylabel("x1[n]")
plt.grid(True)

plt.show()

plt.stem(n2, x2)
plt.title("sefial 2: x2[n]")
plt.xlabel("n")
plt.ylabel("x2[n]")
plt.grid(True)

plt.show()

# Convolucién usando NumPy
¥ = np.convolve(xl, x2)

# Eje de tiempo discreto para la convolucién
n_conv = np.arange(nl[e@] + n2[8], n1[-1] + n2[-1] + 1)

# Grafica de la convolucidn

plt.stem(n_conv, y)

plt.title("Convolucion: y[n] = x1[n] * x2[n]™)
plt.xlabel("n")

plt.ylabel("y[n1")

plt.grid(True)

plt.show()

Figura 51. Codigo en Python del Ejemplo 19.
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Este cédigo define dos sefiales en tiempo discreto, primero realiza las
graficas de forma individual y luego calcula y visualiza su convolucién discreta.
Primero, se crean los vectores de tiempo n, y n, junto con las amplitudes de
las sefiales x,[n] y x,[n]. A continuacion, cada sefial se representa graficamente
utilizando stem, mostrando sus muestras y su soporte temporal.

Posteriormente, se calcula la convolucion discreta usando la funcion
np.convolve.

A continuacion, se construye el eje de tiempo de la sefial resultante
sumando los indices iniciales y finales de ambas sefiales originales, de la
siguiente forma:

n_conv = np.arange (n1[0] + n2[0], n1[-1] + n2[-1] + 1)

Esto se debe a que el indice inicial de la convolucién corresponde a la
suma de los indices iniciales de los vectores de tiempo discreto n, y n,, mientras
que el indice final se obtiene a partir de la suma de sus indices finales.

Finalmente, se grafica la sefial convolucionada, lo que permite visualizar
correctamente su duracion y su desplazamiento en el tiempo discreto.

Las sefales x,[n] y x,[n] y la salida de la convolucion, y[n], se presentan
a continuacion.

Senal 1: x1[n]

A) N

—4 -

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
n
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B Sefal 2: x2[n]

2.0 4

1.5 1

1.0+

0.5 1

0.0 4

x2[n]

—0.5

1.0

154

—2.0 1 . 2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Convolucion: y[n] = x1[n] * x2[n]

7.5 7
5.0 1
2.5

l

—2.5

yin]

=5.0 7

=7.5

—10.0 1

=125 1

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 52. Representacioén grafica del Ejemplo 19: a) sefal de entrada x1[n], b)
sefial de entrada x2[n], ¢) resultado de la convolucién, y[n].

Este ejemplo en Python permite comprender de forma clara y practica

el proceso de convolucién discreta, evidenciando como el soporte temporal y la
forma de la sefial resultante dependen directamente de las sefales originales.
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2.3. SENAL IMPULSO Y SENAL ESCALON EN TIEMPO CONTINUO

De forma similar al caso en tiempo discreto, también existe la sefial
impulso continuo y la sefial escaldn continua.

Primero que todo, vamos a partir de la siguiente sefial:

5a ()

=

» [
0 1 2

A

Figura 53. Sefal &,(t) en tiempo continuo.

Esta senal existe en un rango de tiempo muy pequefio, denominado A,

y la amplitud es 1/4. De tal forma que, el area de esta sefial siempre sera de
1, independiente de qué tan pequena sea A. Este tipo de senal no representa
una sefal fisicamente realizable, sino una construccién matematica que permite
modelar eventos de duracidon extremadamente corta y analizar sistemas
dinamicos.

Ahora bien, cuando A — 0, se tiene una senal que “existe” solamente

en t = 0, conocida como sefial impulso en tiempo continuo, &{¢).

Enellimite cuandoA— 0, se obtiene la sefal impulso entiempo continuo,
d(t), la cual no es una funcion ordinaria, sino un modelo matematico ideal. Su
principal propiedad es que su area es unitaria y se encuentra concentrada en t
=0, es decir:

J‘mﬂi‘{t]n‘t =1

—o=
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De manera intuitiva, el impulso se interpreta como una sefal nula en
todo instante, excepto en t=0, donde concentra toda su area.

5 (t)

1

»
0 1 2

Figura 54. Sefial impulso, §(t}, en tiempo continuo.

Es comun representar graficamente el impulso mediante un pulso
centrado en t = 0 con amplitud unitaria. Esta eleccién no implica que el impulso
ideal tenga un valor definido en t = 0, sino que corresponde a una normalizacion
conveniente para fines de visualizacién. En todos los casos, la propiedad
fundamental que se preserva es que el area bajo la sefal sea igual a uno; por
esta razon, se utiliza la flecha para hacer énfasis en el area, a diferencia del
impulso en tiempo discreto.

Por otra parte, la sefial escaldn unitario la podemos encontrar a partir
de la sefal impulso, asi:

L
ﬂﬂ:f 5@ de

La sefial escalon unitario tiene amplitud igual a 1 para todos los valores
de t mayores o iguales que cero, y amplitud nula para valores negativos de t, es
decir:

_ (1 t=0
u(t]—{n —
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u(t)

»

Figura 55. Sefial escaldn, ult), en tiempo continuo.
Adicionalmente, se puede expresar la sefial (t) a partir de la sefial

ult), asi:

_d(ult))
T dt

5(t)

Es decir, la sefial impulso puede interpretarse como la derivada de la
sefial escaldn unitario.

24. CONVOLUCION EN TIEMPO CONTINUO

La convolucion es una operacion fundamental en el analisis de
sistemas, ya que permite determinar la respuesta de un sistema a cualquier
sefial de entrada a partir de su respuesta al impulso. Desde un punto de vista
geomeétrico, la convolucion mide el grado de solapamiento entre una sefial y una
version invertida y desplazada de otra senal.

La convolucién de la sefial x{t] con la sefal hit) se expresa
matematicamente, como:

y(£) =J (TRt — tddr = x(E)@h(t)

—

Es decir, se debe hacer cambio de variable en la sefial x(t} de ¢t —=1;

mientras que, en la sefial hi{t) se realiza el cambio de ¢ — ¢ — r (esto implica
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hacer una inversién en la sefal y desplazamiento). Este cambio permite analizar
la interaccion entre ambas senales mediante una inversion temporal y un
desplazamiento progresivo de una de ellas.

Vamos a ilustrar este proceso, con un ejemplo:

Sea x(t) y hit), las siguientes sefiales:

x(t) h(t)

Figura 56. Sefial x(t) y h(t): ejemplo de convolucion en tiempo continuo.

El paso preliminar consiste en el cambio de variable en las dos sefales,
quedando asi:

x(1) h(t—1)

0 1 2 2 t1 ot t+l

Figura 57. Sefial x(7} y hit — 7): ejemplo de convolucién en tiempo continuo.

Nota aclaratoria:

En el analisis grafico que sigue, se denomina borde externo al extremo
inicial de la sefal y borde interno al extremo final de la misma, considerando el
sentido del desplazamiento.
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Paso 1: la sefial hit — 7} se ubica a la izquierda de la sefial x{z).

> T

t-2 t-1 t t+1 0 1 2

Figura 58. Paso 1: ejemplo de convolucién en tiempo continuo.

Para este caso, se obtiene que y(t} = 0O parat +1 <0, t <—1.

En este intervalo no existe solapamiento entre las sefiales, por lo que
la integral de convolucion es nula.

Paso 2: la sefal h{t — 1) se desplaza a la derecha hasta que el borde

externo de hit — 1) se superpone con el borde externo de x{r).

»T
t-2 t-1 t t+1
Figura 59. Paso 2: ejemplo de convolucién en tiempo continuo.

La salida la obtenemos con la siguiente integral,

t+1
y(£) = J‘ dr=t/f =t +1
0

Nota aclaratoria:
Los limites de integracion se determinan observando el intervalo en el
que ambas sefales presentan solapamiento distinto de cero.

75



AUTOR: DORA MARIA BALLESTEROS

Para este caso, los limites de la integral corresponden al valor inicial y
final de la zona en comun que tienen las dos sefales, que en este caso inicia en

0yterminaent +1.

El resultado es valido para, t = -1 yt+1 =<2 . t=1. Esdecir,
agrupando las dos condiciones se tiene que:

—1l=t=1

Paso 3: la sefial hi{t — ) se desplaza a la derecha hasta que el borde

interno de hit — ) se superpone con el borde interno de x ().

1 2
t-2 t-1 t t+1

Figura 60. Paso 3: ejemplo de convolucion en tiempo continuo.

La salida la obtenemos con la siguiente integral,

y(g) = J‘-n’T =1/3=2
o

Los limites de la integral corresponden al valor inicial y final de la zona
en comun que tienen las dos sefiales, que en este caso inicia en 0 y termina en

2.Elresultadoesvalidoparat = 1,yt—2 <0 .~ t= 2. Esdecir, agrupando
las dos condiciones se tiene que:

1=t=2

Paso 4: la seiial h{t — ) se desplaza a la derecha hasta que el borde

interno de kit — ) se superpone con el borde externo de x{z).
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t-2 t-1 t t+1

Figura 61. Paso 4: ejemplo de convolucién en tiempo continuo.

La salida la obtenemos con la siguiente integral,

"

y{ﬂ=f dr=t1/i.=2—t+2=4—1t
t

Los limites de la integral corresponden al valor inicial y final de la
zona en comun que tienen las dos sefiales, que en este caso iniciaen t -2y

terminaen 2. Elresultado esvalidoparat = 2,yt —2 <2 .~ t=4. Esdecir,
agrupando las dos condiciones se tiene que:

2=t=4

Paso 5: la sefial hit — 1) se desplaza a la derecha y las dos sefiales
no tienen zona en comun.

1

0 1 2 2 t-1 t t+1

Figura 62. Paso 5: ejemplo de convolucién en tiempo continuo.

Para este caso, se obtiene que y(t} = 0parat —2 =2, s t = 4.
En resumen, se tiene que:

0 = =1
t+1 —1=t=1
yit) =+ 2 1?2
4—t 2=t=4

0 t =4

77



AUTOR: DORA MARIA BALLESTEROS

Este procedimiento puede reproducirse de forma numérica y visual
mediante herramientas de simulacion, lo que permite verificar cada uno de los
tramos obtenidos analiticamente. En este libro, dicha verificacion se realizara
utilizando Python como entorno de experimentacion.

Y se obtiene la siguiente grafica de la sefial de salida:

y(t)

» T

-1 0] 1 2 3 4

Figura 63. Sefial y(t): ejemplo de convolucion en tiempo continuo.

2.5. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LTI

Una vez definida larespuesta al impulso, podemos analizar propiedades
fundamentales del sistema. Cuando tenemos un sistema LTI (Lineal e Invariante
en el Tiempo), la verificacion de las propiedades se realiza examinando la

respuesta al impulso, i[n].
2.51. Memoria

Se dice que un sistema LTI no tiene memoria, si se cumple que:
hln] = C&lnl

donde C es una constante. En caso contrario, el sistema tiene memoria.
Por ejemplo, supongamos que el sistema es:

_1J1[n] = 2_-1’[;!‘1] + 3.‘1’[?‘1 - J.]

Lo primero que debemos hacer es identificar la respuesta al impulso
del sistema. Para ello nos preguntamos cual debe ser el valor de k[n], para que

al convolucionarla con x[n] se obtenga 2x[n] + 3x[n— 1]. La respuesta es:
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hln] = 280n] + 350n — 1]

Teniendo en cuenta que el valor obtenido no cumple con ilnl = C&5[nl,
decimos entonces que el sistema tiene memoria.

2.5.2. Causalidad

Un sistema LTI es causal si su respuesta al impulso puede expresarse
como:

hlnl = ) a6l — &]
k=D

Donde a; corresponde a la amplitud del impulso ubicado en &[n — k];

mientras que k esta definido para valores positivos, incluidos el 0.

Supongamos que tenemos el sistema del ejemplo anterior, en el que la
respuesta al impulso es i [n] = 26[n] + 36[n — 1], entonces, el sistema es causal.
Ahora bien, si tuviésemos el sistema y[n] = 2x[n] + 3x[n + 1], cuya respuesta
al impulso es hln] = 25[n] + 35[n + 1], entonces este sistema no seria causal,

dado que el valor de desplazamiento, k, es negativo.

2.5.3. Estabilidad
Un sistema LTI es estable, si se cumple que:

> lalnll <o

n

Cuando la cantidad de impulsos de la respuesta al impulso es finita,

la suma |h[n]l es finita, y por lo tanto, el sistema es estable. En caso contrario,
sera inestable.
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2.5.4. Invertibilidad
Un sistema LTI con respuesta al impulso h, [n] es invertible, si y solo si,
existe un sistema inverso con respuesta al impulso k. [x], tal que:
hy [nl@h,[n] = &ln]
Por ejemplo, si el sistema y,[n]l =x[n-1], entonces, el
sistema inverso es y, [n] = x[n + 1], dado que:
hy[n] = 8[n — 1]
holnl = 6[n + 1]
Y,
h,[nl@h,[n] = &ln — 11@6[n + 1] = &[]
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CAPITULO Il

Senal exponencial complejay
series de Fourier

El analisis en series de Fourier se enfoca en sefiales periddicas y
utiliza como base la sefal exponencial compleja. Para lo cual, en este capitulo,
repasaremos las sefiales exponenciales, y conoceremos cOmo expresar
sefales basicas (ej. senoidal, cuadrada periédica) en términos de la suma de
exponenciales complejas relacionadas arménicamente.

Al finalizar el capitulo, deberas estar en capacidad de:

1. Explicar por qué la Serie de Fourier (SF) utiliza la sefal exponencia
compleja, y no la sefial exponencial real.

2. Calcular la SF de sefiales senoidales o cosenoidales aplicando I3
ecuacion de Euler y el concepto de armodnica.

3. Escribir codigo en Python para dibujar sefiales senoidales o cosenoidales,
asi como sus coeficientes de la SF.

4. Explicar el fendbmeno de Gibbs.

5. Explicar las condiciones de Dirichlet y su relacion con la existencia de la
Serie de Fourier.

6. Calcular la SF de sefiales periddicas aplicando la ecuacién de andlisis|
y/o propiedades de la SF.

7. Escribir codigo en Python para calcular y dibujar la SF de la suma de
sefales senoidales o cosenoidales.
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3.1. SENAL EXPONENCIAL

La Serie de Fourier se basa en la sefal exponencial compleja; por esta
razon, iniciaremos este capitulo con un breve recordatorio de los diferentes tipos
de senales exponenciales.

3.1.1. Senal exponencial continua real

Esta sefal se define matematicamente como:
x(t) = 46" donde 4. & E
Por ejemplo, consideremos la sefial exponencial x(t} = 2e"=,

donde A=2,yma=1/2.

Este tipo de sefiales exponenciales puede ser creciente o decreciente,
dependiendo del valor de a. Si @ = 0, la sefial exponencial es decreciente;

mientras que, si o = 0, la sefal exponencial es creciente.

Sin embargo, en ambos casos, este tipo de sefales no es periddica, es

decir, no se cumple que x(t) = x(t + T.
A continuacion, estudiaremos a la sefal exponencial compleja.
3.1.2. Senal exponencial continua compleja

Esta sefial se representa de la siguiente forma:

x(£) = Ae’*® donde Ae R

Por simplicidad, y para facilitar el desarrollo matematico que veremos a

continuacion, asumiremos que A = 1 (sin pérdida de generalidad, ya que el valor
de A solo escala la sefial).
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A diferencia del caso anterior, este tipo de sefiales exponenciales si es
periddica, lo que significa que se repite con un periodo fundamental T, el cual se

obtiene a partir de la frecuencia angular fundamental ¢, asi:

2m
r=—
iy

El periodo fundamental, T, se expresa en unidades de segundos [s];
mientras que, la frecuencia angular fundamental s, en [rad /s].

Ahora, vamos a relacionar la sefial exponencial continua con la sefial
cosenoidal y senoidal. Para ello, utilizamos la férmula de Euler:

e/t = cos(w, t) + jsen(e,t)

Donde se obtiene que:

1 .
C'I'JS{@E, £ = 3 [glusl L a—jwpl]
Y!

1 . .
Sgﬂ.{ﬁdot] = — {an-':-r _ g—_ni.l:,f}

2j

De esta forma:

R{g_i'm,r}

cos {cuﬁ. t)

sen (e, t) = [{e/¥="}

Existen dos diferencias importantes entre la representacion de la sefial
cosenoidal y la sefal senoidal:

1. En el caso de la sefal cosenoidal las senales exponenciales se suman,;
mientras que en la sefal senoidal, se restan.

2. La amplitud de la senal cosenoidal es real; mientras que, en la senal
senoidal es puramente imaginaria.
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Ahora, vamos a revisar el siguiente concepto:

“Un conjunto de sefiales exponenciales complejas relacionadas
armoénicamente corresponde a exponenciales con frecuencias

fundamentales multiplos de c;”.
Conjunto, significa que se trata de varias sefales.
Seiales exponenciales complejas, corresponden a expresiones del

tipo g/@st,
Relacionadas arménicamente significa que sus frecuencias pueden

expresarse como kew,, donde k es un entero. En otras palabras, todas
las frecuencias presentes en la sefial son multiplos enteros de una
misma frecuencia fundamental.

Ejemplo 21: manipulacion de exponenciales complejas.
Supongamos que tenemos la siguiente sefial,
x{ﬂ — E?_i':r + E?_i':u
Entonces, aplicamos los siguientes pasos:
Identificar las frecuencias angulares de cada término:

wy =2, w. =3

Calculamos la frecuencia angular promedio:

Factorizamos el término g/®t:

x(f) = gi25t{g-i05t | ojo.5t)

Re-escribimos la expresion para identificar una sefial cosenoidal
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Nota aclaratoria: introducimos el factor 2/2 con el fin de
completar la forma necesaria para aplicar directamente la identidad del
coseno a partir de las exponenciales complejas.

x(F) = Fj:.stg{g—jn.st + E,jn.sr}
2

Por lo tanto:

x(t) = 2e/* % cos(0.5¢)

Para dibujar la magnitud de la sefial, observamos que

IFJ':.er =1,

Y, en consecuencia:

lx(e} = 2lcos(0.5¢)]
Ahora, vamos a utilizar el siguiente codigo en Python para graficar

l=(e).
Primero, graficamos la envolvente cosenoidal x(t)=cos(0.5t), asociada
a la senal original.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Definir el rango de tiempo
t = np.linspace(®, 8 * np.pi, 18e8)

# Calcular la sefial x(t)
X = np.cos(8.5 * 1)

# Graficar la sefial
plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.plot(t, x, label=r'$\cos(@.5t)%")
plt.xlabel{'t")

plt.ylabel( 'Amplitud")
plt.title('x(t) = cos{B.5t)}")
plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

Figura 64. Ejemplo 21: cddigo en Python sefial x(t) = cos (0.5t).
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Obteniendo la siguiente figura:

x(t) = cos(0.5t)

1.00 +

0.75

0.50 A

0.25 1

0.00 A

Amplitud

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 7

~1.00 4 — cos(0.5t)

0 5 10 15 20 25

Figura 65. Ejemplo 21: grafica de la senal x(t) = cos (0.5t).

Teniendo en cuenta que la frecuencia fundamental de esta sefal es
ey = 0.3 [rad /=], tenemos que el periodo, definido como T = 2r /{w, ) es igual
aT=21r/0.5=4m, y entonces, cada 4r (~12.36) segundos, tenemos un ciclo

de la sefial. En el caso del cédigo utilizado, al graficar de 0 a 8w, tenemos dos
ciclos de la sefial.

Ahora, vamos a graficar |x(t)] = 2|cos(0.5t)| con el siguiente codigo en
Python:
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# Calcular la magnitud de la sefial

» o=

2 * np.abs(np.cos(8.5 * t))

# Graficar la sefial

plt

plt
plt
plt
plt

figure(figsize=(8, 5))
plt.
Slabel('t")

ylabel( 'Amplitud’)

Jtitle( [x(t)| = 2|cos(B.5t) ")
Lgrid(True)

plt.
plt.

plot(t, x, label=r'$%cos({8.5t)%")

legend()
show{ )

Figura 66. Ejemplo 21: cdédigo en Python sefial |x(t)| = 2|cos(0.5t)|.

Y obtenemos:

|x(t)| = 2|cos(0.5t)]

2.00 A

1754

1.50 4

1.25 4

1.00 4

Amplitud

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.00 4

—— cos(0.5¢t)

T T T T T
5 10 15 20 25
t

Figura 67. Ejemplo 21: grafica de la seial |x(t)| = 2|cos(0.5t)].

Al comparar las dos figuras anteriores, nos damos cuenta que, el
periodo de la segunda senal es la mitad del periodo de la primera senal, debido
a que se obtuvo su valor absoluto, por lo que las amplitudes negativas ahora son

positivas.
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3.1.3. Forma general de la exponencial compleja
La forma general de una sefal exponencial continua compleja es:

x{ﬂ — Ag'r+_i'n.-n It
donde,
A e C r £ R, wyg ER
El término r determina si la sefal crece o decrece en en tiempo:

e Sir =0, lasenal es creciente.

e Sir = 0, lasenal es decreciente.

Sin embargo, en cualquiera de estos dos casos la sefial no es periddica,

debido a la presencia del factor exponencial real ™.

Por esta razén, cuando se utilizan exponenciales complejas para
representar sefales periddicas, se considera el caso particular en el que:

r=10
Lo que conduce a la forma:
x(t) = Agfent

que corresponde a la exponencial compleja periddica estudiada en la
seccion anterior.

Nota aclaratoria:

Por esta razon, la exponencial compleja &/ constituye la base|
natural para representar sefales periédicas, ya que es la Unica exponencial
cuya magnitud permanece constante y cuya fase evoluciona de forma periédica
en el tiempo.

3.1.4. Ejercicios propuestos

En los siguientes ejercicios se analiza la magnitud de sefales formadas
por la suma de exponenciales complejas. El propdsito es observar como las
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diferentes frecuencias angulares afectan la forma y el periodo de |x(t)| a partir de
su representacion grafica.

Grafique |x(t}| de las siguientes sefales:
g xlt) = /470 4 gl®WT
o xlt) = f*™ 4 glont
3. x(t) = oF*™ 4 glimt

4. x(t) = glamt + g 16Tt
3.2.  SERIES DE FOURIER DE SENALES SENOIDALES

Antes de introducir formalmente la ecuacion de la Serie de Fourier,
analizaremos de manera intuitiva como una senal periddica puede representarse
como la suma de senos y cosenos, o de forma equivalente, como la suma de
exponenciales complejas. A partir de ejemplos sencillos, se identificara qué
frecuencias estan presentes en la sefial y como cada una contribuye a su forma,
utilizando la formula de Euler como herramienta de apoyo.

Ejemplo 22: Series de Fourier de una senal senoidal: enfoque
intuitivo con arménicas consecutivas.

Sea x(t) = 1 + senl4nwt) + 2 cos(4mwt) + cos ':;BJTE + Il Encontrar los

a;, y dibujar lag|.

1. Determinar la frecuencia fundamental e identificar cuales armodnicas
estan presentes, y si existe o no el coeficiente ay:

M.C.D. (4. 4m. 8m) = 4w

Donde M.C.D. representa el Maximo Comun Divisor.

Entonces, la frecuencia fundamental es wy =4 y se tendria la
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primera (a;.a_,) Yy segunda armonica (a.. z_-). Adicionalmente, como existe

un nivel de D.C. también se tiene a,.

Nota aclaratoria:
La frecuencia fundamental corresponde al maximo comun divisorn
de las frecuencias presentes en la sefial, ya que todas las componentes|
deben poder expresarse como multiplos enteros de dicha frecuencia.

2. Aplicar Euler:
Recordando que cos{wyt) == {e/“® 4 ¢=/“ T}y que

1 : : .
senlwyt) = —{e/“0 — ¢=/“0T} entonces se tiene que:

1 - , , 1 (emes ilgmt+Z1)
+(f) = 1+;{EJ4.-:t _ giAmt) 4 foldmt o o—pimt) +;{g..8..r 3/ 4 g lBmt+g .’
i 2 ‘
Resolviendo, se llega a:
glimt  g—jdmt gl Bt ?";E g Bt | g—.-‘;z
— 4wt —jdmt
() =1+ THRET + e e —— + 5
Ahora, se agrupan por exponenciales, y se obtiene que:
1 17
() = 1 4 gitet {1 + l} + gjdmt {1 B l}_l_ glemt = gt e
2j 2j 2 2
3. ldentificar los coeficientes de la SF:
Recordando que de forma general x(t}) = Yi= _a.e/“f y que

en nuestro caso solamente existe a,. o,.a_,. 0., a_-, entonces la sefial es de
la forma (haciendo w, = 4m):
x(t) = ag + a, @ L a_ eV L,/ L q_ e IE
Y al comparar término a término con lo obtenido en el paso 2,

entonces:
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ay =1

L L+2_ a_, = L_z__,f
/3 e~ l3

=7 @z =3

4. Encontrar la magnitud de los coeficientes de la SF:

lagl =11l =1

1 J 3 44
la,| = la_,| = |1+2_;| = |1 _E| =12+ 052 =1118

.
T

_ |W\3|.r§:'+.i'39“ rf:‘ I [ _—.[;._—.| _ WBTOTE 40 ?n.'-:_o 5
= = = .

5. Dibujar la magnitud de los coeficientes de la SF:

|a|

1.118 1.118
1.0

|ﬂ:|=|ﬂ_:|= -

0.5 0.5

k

-2 -1 0 1

Figura 68. Magnitud de los coeficientes de la SF, ejemplo 22.
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Cada valor de la;| representa la magnitud de una armoénica (en este
caso armonica 1, arménica 2 y nivel de d.c.) de la sefal.

Ejemplo 23: Series de Fourier de una senal senoidal: enfoque

intuitivo con armonicas no consecutivas.
(7t} + 3cos (3=t + —|. Encontrar los a; y dibujar

Sea x(t} = 1 + 2sen(nt) — cos

Iﬂ-;{l-
1.
Determinar la frecuencia fundamental e identificar cuales armoénicas

1.
estan presentes, y si existe o no el coeficiente ay:

M.CD (. m. 3m) ==

Donde M.C.D. representa el Maximo Comun Divisor.
Entonces, la frecuencia fundamental es w; =m y se tendria la

primera (a;,a_,) Yy tercera armonica (a5, a_5). Adicionalmente, como existe

un nivel de D.C. también se tiene a.

2. Aplicar Euler:
Recordando que cos(uwyt) == {ef®f 4 g=jwnt}

1 i —i .
-; [e/0F — g=J0T}, entonces se tiene que:

3wt +5 —jl3mt+5
“ - A 4
]

yquesm(mnt]
1 1 )
x(t) =1+ (™ —e""r:—i{e‘m+ s'—"'"}+;{er

g™ goimt pimt —pmt 39.‘3:r . 9_-‘? 3'_._,—_.‘3:“_ E,—_-‘?
— + 7

th=14+—- -
x(f) +_j i 3 3

Resolviendo, se llega a:
N 2
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Ahora, se agrupan por exponenciales, y se obtiene que:

1 1 1 . (3d7) . (3e7'2
- el - = Jjamt - jamt
j}” { 2 j}“’ { 2 }J”" { 2 ]

. 1
x(g) =14 &i™ {_E+

3. ldentificar los coeficientes de la SF:
+ o ﬂ,kgﬁ‘“nf, y que

==

Recordando que de forma general x(t) =

en nuestro caso solamente existe ay, a,.a_,, a5, a_g, entonces la sefial es de

la forma (haciendo w, = =):
x(t) =ag + a @™ + a_je ™ 4+ aze?™ £ a_je 7T

Y al comparar término a término con lo obtenido en el paso 2,

entonces:
a, =1
1 1 1 1
ﬂL:—E-l-I ﬂ_l:—E—;
3¢/ 3e72
g = a_z =

[ =]

4. Encontrar la magnitud de los coeficientes de la SF:

lagl =11l =1
1 1 1 — -
layl =la_;l = |_E+;_'| = |—E—;| =,/0.5%2 +12 = 1.118
c\-li: m:\sllr% +_1'san|.r§ ; JR+ 2
|ﬂg|=|ﬂ_g|=|3-2_ =| _}I.. _} :|3¥|=3 I}--+L=1'5
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5. Dibujar la magnitud de los coeficientes de la SF:

1.5 |ak| L5

1.118 1118
1.0

k

-3-2-1 0 1 2 3
Figura 69. Magnitud de los coeficientes de la SF, Ejemplo 23.

Cada valor de la;| representa la magnitud de una armoénica (en este
caso armonica 1, arménica 3 y nivel de d.c.) de la sefial.

Nota aclaratoria:
Tener en cuenta que en este ejercicio no existe la segunda armonica,

dado que ninguna de las sefiales seno o coseno tienen frecuencia Zeuy.

3.3. SERIES DE FOURIER DE SENALES PERIODICAS

A continuacion, se presentan dos ecuaciones que nos permitiran, por
una parte, representar una sefal periddica en términos de los coeficientes de
la SF (SF); y, por otra parte, encontrar los coeficientes de la SF de una sefal
periodica en tiempo continuo.

Partimos de la ecuacion de sintesis, la cual se presenta a continuacion:

- - i
. (2R
x(t) = Z ape/Fent = Z n;_.er'“l'r’!"r

k=—== k=—==

donde cada término a; representa una componente armonica de la

sefial, ubicada en multiplos de la frecuencia fundamental ¢, .
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Con esta ecuacion, representamos una sefial periddica a partir de la
suma de exponenciales complejas relacionadas arménicamente. Es importante
tener en cuenta que todas las exponenciales tienen como frecuencia un multiplo
entero (denominado k) de la frecuencia fundamental de la sefial. Cuando la
senal es real, las armonicas aparecen en pares conjugados; es decir, si existe k,
también existe —k. Esta propiedad garantiza que la sefial resultante en el dominio
del tiempo sea real.

Por otra parte, tenemos la ecuacion de analisis que nos permite
encontrar los coeficientes de la SF de una sefal periddica en tiempo continuo,
asi

T a T

17 o 17 o (2
Ok =?J‘D x(t)e/Fent gt = ?J‘D e (@®e~FT) g
Los coeficientes de Fourier equivalen a la porcion de la sefal

representada por cada frecuencia. El coeficiente a, corresponde al nivel de d.c.
de la sefial.

Ejemplo 24. Serie de Fourier de una sefal cuadrada periédica
A continuacién, vamos a aplicar la ecuacién de analisis para encontrar

los SF de una sefial periddica que no es de tipo senoidal. Especificamente, para
la senal “cuadrada periddica”, la cual la definimos asi:

x()

oy ey
“T/2 T/2

Figura 70. Sefial cuadrada periddica.
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Asumimos que la amplitud de la sefal es 1, es decir que,
1 =T
x(t) = ]

T
0 T, <l =3

Esta definicion corresponde a un periodo fundamental de la sefial.

Para el coeficiente a,, hacemos k = 0 en la ecuacion de analisis, y
tenemos que:

1(T 2«7,
a==| ar=""
-

Para los demas valores de k, tenemos que:

1 J‘T' st g 1
. = — —JRwpl dg =
oy T ; e

-
e Ty

—_.r.l:..lnt|

e -7,

JheagT

2 [effnTt —g=/® 1] 2 s sen(kaw,T,) sen(ko,T,)
% T kT 2 = kwT | kem

Esta expresidon muestra que la envolvente de los coeficientes tiene
forma tipo sinc (a medida que k se hace mas grande, el coeficiente se hace mas

pequefo).

Vamos a continuacion a graficar los coeficientes de la SF de una sefial
cuadrada, con los siguientes valores:

1. Amplitud de la sefial = 1
o T, =001,T=10+T,

3. Elrango de la gréfica va desde k = —15 hasta k = 13.
Utilizaremos el siguiente cédigo en Python:
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
num=2&

coef = np.arange(-num,numl)

a = np.zeros((len(coef),1)})

T1=8.81

T = 18*T1

wa=2*np.pi/T

ae=2*TL/T

print{"el valor de D.C. de la sefial, es:", a@)

count=8
for k in range(-num,num+l):
if k==08:
a[count]=a@
glse:
al[count]=np.sin{k*w8*T1)/(k*np.pi)
count=count+1

plt.rcParams["figure.figsize"] = (8,4)
plt.stem(coef, a)

Figura 71. Ejemplo 24: cédigo en Python para calcular la SF de una sefial
cuadrada periddica.

Del codigo anterior, vemos que:

e La variable “coef’ corresponde a valores enteros en el rango [-20 20],
creada a partir de la instruccién np.arange, con incremento (por defecto)
de 1. Esta variable corresponde a “k” de la ecuacién de analisis.

e Lavariable “a@” corresponde a los coeficientes de la SF. Se crea con np.
zeros, de la misma longitud que “coef”. Posteriormente, con el ciclo for,
a medida que se obtienen los coeficientes, se reemplaza el cero por el

valor correspondiente.
e La frecuencia fundamental w, la obtenemos a partir del periodo de la

sefial, T, con la ecuacién w, = 2 /T.

97



AUTOR: DORA MARIA BALLESTEROS

e El nivel de d.c. de la sefial, es decir, el coeficiente a, se calcula con la

ecuacion a, = 2T, /T; mientras que, para los demas valores de k, se
utiliza la ecuacion sinc que obtuvimos previamente.

Con este codigo obtenemos la siguiente grafica:

0.20 1 ®
L B

0.15 ~ L ’

0.10 A

N M1 41 S
llll e

—0.05 1

T T
—20 -15 -10 =5 0 5 10 15 20

Figura 72. Ejemplo 24: gréfica de los coeficientes de la SF de una sefal

cuadrada periédica paraT, = 0.01, T = 10=T,, k = [-20 20l

Para este ejercicio el nivel de d.c. de la sefal es 0.2, dado que

2T, /T = 2T, /(10T,) = 0.2. Adicionalmente, apreciamos que la “envolvente” de
los coeficientes de la SF es de tipo sinc; a medida que se aleja de k=0, los
coeficientes de la SF disminuyen en amplitud.

Vamos ahora a graficar los coeficientes de la SF, pero de la sefial

cuadrada periédicacon T, = 0.0Ly T = 20 = T,.
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Y obtenemos:

0.10 oPe
0.08 1
0.06

0.04 7

000 ] ‘HH““ L“H“ls

T
—-20 -15 -10 =5 0 5 10 15 20

Figura 73. Ejemplo 24: gréfica de los coeficientes de la SF de una sefial

cuadrada periodica para T, = 0.01, T =20« T,, k= [-20 20l

En este caso, el nivel de d.c. de la sefial es 2T, /T = 2T, /(20T ) = 0.1
. Adicionalmente, podemos observar que, la cantidad de “cruces por cero” ha

disminuido. El primer cruce por cero lo obtenemos en el coeficiente & = 10 (y su

contraparte) y el segundo cruce por cero en k = 20 (y su contraparte).

Nota aclaratoria:
De forma general, los cruces por cero de los coeficientes de la SF se

presentan cuando se cumple la condicion kw, T, = nm, lo que implica que dichos
cruces dependen directamente de la relacion entre el periodo de la sefal Ty el

ancho del pulso T, . En este caso, como T = MT, con M = 20, los cruces por cero

aparecen cada M ;2 coeficientes.
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Pero, ¢qué ocurre si M es un valor impar? Vamos a ver su

comportamiento con un ejemplo.

T=9T1 |

Obtenemos la siguiente grafica de coeficientes de la SF:

0.20 7
0.15 A
0.10 A
0.05 ~

" SIS

—0.05 ~

Figura 74. Coeficientes de la SF de la sefial cuadrada periddica,
T,=001,T=09+T,k=[-20 20l
El primer cruce por cero deberia ocurrir en k= 4.5. Sin embargo,

recordemos que el indice armoénico k solo puede tomar valores enteros. Por
lo tanto, el cruce por cero no aparece exactamente en un coeficiente, sino
que se observa como un cambio de signo entre coeficientes consecutivos,

especificamente entre el coeficiente a, (positivo) y el coeficiente a5 (negativo).

El segundo cruce por cero deberia ocurrir en & = 9. Como este valor si

es entero, se obtiene directamente que a;=0.

Entonces, siguiendo la misma explicacion anterior, ;qué esperamos
que ocurra si M = 3?7 El primer cambio de polaridad se presenta entre el

coeficiente a. (coeficiente positivo) y a; (coeficiente negativo). Y el primer cruce
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por cero lo tendremos en a.
Hacemos en el cédigo:

| T=571
0:0_ ,‘..9,“.1',*‘1'1',11[ [ll,Tru,h“,o.“,

Figura 75. Coeficientes de la SF de la sefal cuadrada periddica, T, = 0.01,

T=5+T,k=[-20 20l
El resultado obtenido coincide con lo esperado. El nivel de d.c es de
2T, /T =21, /(5T ) = 0.4.
Ejemplo 25. Serie de Fourier de un tren de impulsos

Una de las senales mas importantes en el analisis de sefiales y en
sistemas de comunicaciones es el tren de impulsos. Aunque a primera vista
puede parecer una construccién abstracta, esta sefial permite modelar procesos
fundamentales como el muestreo de sefales continuas.

El tren de impulsos se define como:
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Donde T corresponde al periodo de la sefial, es decir, al espaciamiento
entre impulsos consecutivos. Todos los impulsos estan separados entre si por el
mismo valor, que corresponde a T.

Los coeficientes de la SF de esta senal son:

nk==? — oo e koo

Es decir, el nuimero de coeficientes de la SF es infinito, definido para
todos los valores de k.

Vamos a utilizar el siguientec 6digo en Python para dibujar una porcién
del tren de impulsos

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros

T =18

n = np.arange(-5, 6) # 11 impulsos: desde -5T hasta 5T
timp=n*T # posiciones de los impulsos

# Grafica

plt.figure()
plt.stem(t_imp, np.ones like(t imp))

plt.title( 'Tren de impulsos (T = 18)")
plt.xlabel("'t")
plt.ylabel( "Amplitud"')
plt.grid()
plt.show()
Figura 76. Cadigo en Python Ejemplo 25. Sefal tren de impulsos, para T=10.

102



ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

Obteniendo la siguiente sefal

Tren de impulsos (T = 10)

104 ® L 2 L L 4 L 2 L 2 L L 4 L 2 L 2 L 4

0.8 1

0.6

Amplitud

0.2 1

0.0 1

T T
—40 —-20 0 20 40

Figura 77. Sefial tren de impulsos desde -5T hasta 5T, para T=10 [s].

Posteriormente, escribimos el cédigo en Python para graficar una
porcion delos coeficientes de la SF, desde k=-5 hasta k=5, asi:
# Valores de k
k = np.arange(-5, 6)

# Coeficientes ak
ak = (1/T) * np.ones_like(k)

# Grafica
plt.figure()
plt.stem(k, ak)

plt.title( Coeficientes de la SF del tren de impulsos, con T=18")
plt.xlabel( k")
plt.ylabel(|a_k|")
plt.grid()
plt.show()
Figura 78. Cadigo en Python Ejemplo 25. Coeficientes de la SF de la sefial tren
de impulsos, para T=10.
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Y obtenemos la siguiente grafica:

Coeficientes de la SF del tren de impulsos, con T=10

0101 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ & ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0.08 -
0.06 -
=
o
0.04 -
0.02 -
0.00 -
T T T T T
-4 -2 0 2 4
k

Figura 79. Coeficientes de la SF de la sefal tren de impulsos, para T=10 [s].

Cada valor de a;, representa la amplitud de una armonica (en este caso
infinitas) de la senal.

3.4. FENOMENO DE GIBBS

El fendmeno de Gibbs aparece en sefiales que presentan
discontinuidades, como la senal cuadrada periddica, y se manifiesta cuando la
sefial se reconstruye utilizando un numero finito de coeficientes de la SF. En
este caso, aparecen oscilaciones o “rizos” alrededor de las regiones donde
se presentan las discontinuidades. La amplitud de estas oscilaciones es
aproximadamente del 9 % del salto en la discontinuidad, independientemente
del nimero de términos utilizados en la reconstruccion.
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Por ejemplo, para una sefal cuadrada de amplitud 1, los rizos alcanzan
valores cercanos a 0.09. Este fendmeno ocurre independientemente del nimero
de términos de la Serie de Fourier utilizados en la reconstruccion de la sefial x(t).

Ejemplo 26. Fenémeno de Gibbs sefial cuadrada

Para ilustrar este fendbmeno, vamos a reconstruir una sefial cuadrada
periddica con un numero finito de parejas de coeficientes (5, 10, 50) incluido el

nivel de d.c de la senal, utilizando el siguiente codigo en Python:

import numpy as np
import matplotlib.pyplet as plt

# Parametros de la sefial

T=1 # Periodo

TL =T/ 4 # ancho del pulso

we =2 *np.pi /T # Frecuencia fundamental

# Eje de tiempo
t = np.linspace(-T, T, 2888)

# sefial cuadrada ideal
¥ = np.where{np.abs({t) < 71, 1, &)

# Funcién para reconstruccidn con N armdnicas
def fourier_reconstruction{t, N}:
¥_rec = np.zeros_like(t, dtype=float)

# Coeflciente DC
a8 =2 *T1 /T
X_rec += a@

# Armonicas

for k in range{l, N + 1):
ak = np.sin{k * w@& * T1} / (k * np.pi)
¥_rec += 2 * gk * np.cos(k * w@ * t)

return x_rec

# Nimero de armonicas a usar
N_values = [5, 18, 5@]

¢ Grafica
plt.figure{figsize=({9, 5)}
plt.plot(t, x, "k', linewidth=2, label-='sefial cuadrada ideal')

for N in N_values:
plt.plot(t, fourier_recenstructiceni(t, W},
label=Ff'Reconstruccidn con N = {N}")

plt.xlabel{"t")

plt.ylabel{ " Amplitud"}

plt.title("Fendmeno de Gibbs en la reconstruccidn de unaz sefial cuadrada')
plt.legend{}

plt.grid{True)

plt.show(}

Figura 80. Codigo en Python del Ejemplo 25, T, = T /4.
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Obteniendo las siguientes senales reconstruidas:

Fenémeno de Gibbs en la reconstruccién de una sefial cuadrada

1.0
0.8 1 |
- 0.6 — Sefial cuadrada ideal
2 —— Reconstruccion con N =5
=3 —— Reconstruccién con N = 10
g 0.4 —— Reconstruccion con N = 50
0.2
0.0

T T T T T T T T T
—1.00 —-0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t

Figura 81. Fendmeno de Gibbs en la reconstruccién de una sefal cuadrada

periddica: (azul) =3 = k = 3, (naranja) —10 = k = 10, verde (-30 = k = 30),
(negra) ideal.

En la figura anterior se observa el fendmeno de Gibbs al reconstruir
una sefal cuadrada periédica utilizando un numero finito de coeficientes de la
SF.

A medida que aumenta el numero de armonicas, la reconstruccion
mejora significativamente en las regiones continuas. No obstante, en las
proximidades de las discontinuidades persisten oscilaciones cuya amplitud no
tiende a cero, sino que converge a un valor constante cercano al 9 % del salto
de la sefal. Aunque el ancho de la regién donde aparecen los rizos se reduce al
aumentar el numero de arménicas, su amplitud maxima no desaparece.

Este fendbmeno ocurre incluso si se aumenta indefinidamente el
numero de arménicas utilizadas en la reconstruccioén, lo cual constituye una
de las caracteristicas mas distintivas del fenomeno de Gibbs.
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Nota de énfasis:

Este fendmeno no desaparece al aumentar el nimero de armonicas,
sino que se hace mas localizado alrededor de la discontinuidad

3.5. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE LA SERIE
DE FOURIER

Aunque una amplia variedad de sefales periddicas admite
representacion en Serie de Fourier, no todas admiten esta representacién en el
sentido clasico.

De manera general, una condicidon suficiente para que una sefial
periddica tenga representacion en Serie de Fourier es que sea cuadraticamente
integrable en un periodo, es decir:

['lxr:mfdt.-,: o
D

Apartir de esta condicién general, se derivan un conjunto de condiciones
mas especificas, conocidas como las Condiciones de Dirichlet, las cuales
garantizan la existencia de la Serie de Fourier en el sentido clasico.

e Condicion 1: x(t) debe ser absolutamente integrable sobre cualquier
periodo.
Es decir:

J‘- |x(t}dt = o
0

Si se cumple con esta condicion, se tendra que |a; | < o=.
Como ejemplo, una sefial que NO cumple con esta condicién es

x(t) = f periddica con periodo T. Dado que en +=0,T,2T,...ce tendra
discontinuidades, generando que el area bajo la curva no sea finita.
e Condicion 2: en cualquier rango finito de tiempo, la cantidad de maximos

y minimos de x(t) debe ser finita.
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Como ejemplo, una sefial que NO cumple con esta condicion es una

sefal del tipo x(t) = sen (f) definida en un intervalo finito, ya que presenta
un numero infinito de oscilaciones en un intervalo acotado de tiempo.
e Condicién 3: en cualquier rango finito de tiempo, la cantidad de
discontinuidades debe ser finita.
Como ejemplo, una sefial que NO cumple con esta condicién es
una sefal que divide su amplitud a la mitad, en la mitad del tiempo restante,

y esto lo repite desde + = 0 hasta ¢ = T, periddica con periodo igual a T.
Nota aclaratoria:

Lacondicién cuadratica garantiza convergencia en el sentido de energia,
mientras que las condiciones de Dirichlet permiten asegurar convergencia
untual en los puntos de continuidad de la senal.

3.6. PROPIEDADES DE LA SF
A continuacion, se presentan las propiedades de la SF.

3.6.1. Linealidad:
Sea x,(t), x.(t}, sefiales periddicas con coeficientes de la SF:
x,(t) ol a0

5F
x,(t) = by
Si estas sefiales se suman, y a su vez cada una esta multiplicada en
amplitud por un escalar Ay B, de la forma:

x5(8) = Ax,(£) + Bx,(t)

Entonces, los coeficientes de la SF de la nueva sefial se calculan de
acuerdo con:

x5(t) = Aay, + Bby

Nota: para poder identificar correctamente los arménicos de la sefal

x4(t) es necesario determiner la frecuencia fundamental de la sefial, a través de
la operacion de MCD (maximo comun divisor) entre las frecuencias de cada uno
de sus términos.
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3.6.2. Desplazamiento en el dominio del tiempo
Sea x,(t) una sefial periddica con coeficientes de la SF:

a0, () = a5
Si esta senal se desplaza en el tiempo,
x.(t) = x, (t — &)
Entonces, los coeficientes de la SF de la nueva sefal se obtienen

como:

5F
x.(t) = a, e/t

Es decir, la magnitud de los coeficientes originales no se afecta,
solamente su fase.

3.6.3. Inversion en el dominio del tiempo
Sea x,(t) una sefial periodica con coeficientes de la SF:

SF
x,(8) = o

Si esta sefal se invierte en el tiempo:
I:{t] = x]_{_t:]
Entonces, los coeficientes de la SF de la nueva senal se obtienen

como:

5F

x:{t] —d_p
Es decir, al invertir una sefial, también se invierten sus coeficientes de
la SF.
De esta propiedad se tiene que:
Si x(t) es par, entonces sus coeficientes son también par.
Si x(t) es impar, entonces sus coeficientes son también impar.

3.6.4. Multiplicacion en el dominio del tiempo

Sea x,(t) y x,(t) sefiales periddicas con coeficientes de la SF:
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5F
xl{t] — g

x4 (t) gl by
Si estas sefales se multiplican, asi:
x5t} = x, (). x,(£)
Entonces, los coeficientes de la SF de la nueva sefal se obtienen

como:

:r:g':t] .—ri‘ﬂ;_- @ IJ;_-

Donde & es el operador de convolucion. Es decir, se realiza la
convolucién continua entre los espectros de ambas senales.

Relacion de Parseval
Nos sirve para calcular la potencia promedio de la sefial, tanto en el
dominio del tiempo, como a partir de sus coeficientes de la SF, por medio de la

siguiente ecuacion:
J_ ) == )
?J; lx(£)*dt = Z |, IF

E=—==

En muchas ocasiones es mas sencillo aplicar la parte derecho de la
ecuacion que realizar la integral del cuadrado de la seial (ej. si x(t) es una sefal
cosenoidal), por lo que la relacién de Parseval es de gran utilidad.

3.7. EJEMPLOS DE SF DE SENALES PERIODICAS

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de aplicacion de la
Serie de Fourier y sus propiedades.

Ejemplo 27. Reconstruir la seial x(t) a partir de los coeficientes
de la SF

Escriba la sefial x(t) en términos de sefales senoidales o cosenoidales,

sabiendo que w, = 200w [%d] y los coeficientes de la SF son:

HDZE ﬂlzg H_L=2 ﬂg:j ﬂ_g:_j
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Solucién:
Nuestra sefial x(t} tendra un nivel de d.c de 5, la primera armdnica
correspondiente a una sefial cosenoidal (dado que a, y a_, son enteros), y la

tercera armonica correspondiente a una sefial senoidal (dado que a; y a_; son
estrictamente imaginarios).

Aplicando la ecuacion de sintesis, tenemos que:
x(f) = 5 + 2{giwnt 4 g-.i'mnf}.|_j{gj'9mnf — g3t}
O de forma equivalente,
.‘h":t] =5 + z{g.i-ﬁ-'nf + g—_i'ﬁ-'nf} _ ]-.-"I_.l: {g_i'!n.lnl.‘ _ g—_i'!n.lnt}
Ahora, teniendo en cuenta la férmula de Euler, podemos re-escribir la
sefal x(t) como:

x(t) = 5+ 4ecoslawyt) — 2sen(Bayt)

Y reemplazando el valor de wy,

x(t) = 5+ 4cos(200mwe) — 2sen(600mt)
Ejemplo 28. Reconstruir la senal x(t) a partir de los coeficientes de
la SF (s6lo nos proporcionan los valores de k positivos)

Se tiene una sefal x(t) real y periodica con que wy = 100 [%d] Esta

sefial contiene un nivel de d.c., la primeray la cuarta armonica, cuyos coeficientes
de la SF, son:

oy = 2 a; =3 ay = 2
Encuentre x(t) expresada de la forma x{t} = A + Beos(eaw, +) + Csen (4w, t)

Solucion:

Aunque no nos proporcionaron el valor de a_, , ni el de a_,, a partir
de la formula de Euler sabemos que si un coeficiente es estrictamente entero,
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su pareja sera también entero de la misma magnitude y signo; mientras que, si
un coeficiente es estrictamente imaginario, su pareja también sera imaginario
(misma magnitud), pero de signo contrario. Es decir, para este ejercicio tenemos

quea_; =3, ya_, = —2j

Entonces, aplicando la ecuacién de sintesis, tenemos que:
xfl =2+ E{E.l,_i'mnr + g—_i':..-nr}_i_ zj{g_i':ln.-nr — g% r
O de forma equivalente,

x(t) = 2 4 5{efent L gmient} _ 2/ [gi%@nl _ g—j3t}

Ahora, teniendo en cuenta la féormula de Euler, podemos re-escribir la

sefal x(t) como:

x(t) = 2 + 10cos(wyt) — 4sen{da,t)

. rad
Reemplazando el valor de la frecuencia fundamental w, = 100 T]

, obtenemos finalmente

x(t) = 2 + 10cos(100wt) — 4sen (400wt)

Ejemplo 29. Calculo de los coeficientes de la SF de una
sefial periédica formada por componentes senoidales arménicamente
relacionados.

Dibuje la sefial en el dominio del tiempo, calcule y grafique la magnitud
de los coeficientes de la SF de la sefal,

x(t) = 2sen (g t) + cos (g t) + sen(2wt)

A diferencia de los dos primeros ejercicios, en este caso tenemos la
sefial en el dominio del tiempo, y debemos encontrar sus coeficientes de la SF.

Lo primero que debemos hacer es encontrar el M.C.D. (maximo comun
divisor) de las frecuencias de los tres términos de x(t), es decir:

M.C.D (m/2. /2. 2m) =m/2
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Es decir, tenemos que w, = n/2, entonces tenemos dos términos de
aportan a la primera armonica, y un término que aporta a la cuarta armoénica

(dado que 2= /0.5m=4).

Al aplicar Euler, tenemos que:

ﬂj_ :U|5 __J
a_y =034+j
a, = —j/2
ay = j/2

Como siguiente paso, vamos a calcular la magnitude de los coeficientes
obtenidos, y nos queda asi

la,| = la_,| =052 +1=+1.25 = 1.118

—_—

layl =la_,| =4/0.52 =025 =05

Para el cédigo en Python, primero vamos a re-escribir la sefial x(t) en
términos de la frecuencia fundamental (f ), asi:

x(t) =A+sinlk, + 2w+ f+t) + Bscoslk, +2m s f, = t) + Cosinhy = 2m = f, = £)

Donde A, B y C son amplitudes de las sefales senoidales o

cosenoidales; mientras que k,.k..k; corresponden al valor de la arménica de
esa sefnal senoidal o cosenoidal.

Quedando para este ejemplo, asi:

x(t) =2ssin(ls2ms f+t) +1lscos(ls2ms f+t) + Lasin(d=2m=f = ¢t

Ahora, vamos a utilizar el siguiente cédigo en Python:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros de la sefial

fo = 1/4 # frecuencia fundamental de la sefial [Hz]

fs = 48 * fo # frecuencia de muestrec (cumple Mygquist)
ciclos = 1 # cantidad de ciclos a visualizar

stop = ciclos / fo # tiempo final

ns = inti{stop * fs) # ndmero de muestras

# Vector de tiempo (alineado exactamente con la fs)
t = np.arange(8, stop, 1/fs)

# Definicidn de la sefial
X = 2*np.sin(2*np.pi*fo*t) + np.cos(2*np.pi*fo*t) + np.sin(4*2*np.pi*fo*t)

# Configuracidn de la figura
plt.rcParams["figure.figsize"] = (8,4)

# Grafica

plt.plotit, x, label="Sefal continua")

plt.plot(t, x, 'ko', label="Muestras')

plt.xlabel( 'Tiempo (s)")

plt.ylabel('$x(t)%")

plt.title(r'sefial $x(t)=2\sin(2\pi ¥ @ t)+\cos(2\pi ¥ @ t)+\sin(3'\pi f & ©)%")
plt.grid(True)

plt.legend()
plt.show()

Figura 82. Cédigo en Python Ejemplo 28, sefal

x(8) = 2sinCrf,t) + cos2rf,t) + sin(Bu ft).

Del coédigo anterior, lo primero que se definio fue la frecuencia

fundamental de la senal, expresada en Hertz, que corresponde a f, = 0.23 Hz,

dado que la frecuencia angular fundamental es wy =
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Como segundo parametro, definimos la frecuencia de muestreo de la
sefial. De acuerdo con el criterio de Nyquist, esta debe ser al menos el doble
de la frecuencia maxima presente en la sefial. En este ejercicio, la maxima

armonica es la cuarta, por lo que fn:, =4f =4(0.23) = 1 [Hz]. Como hemos

definido £, =40f, = 40(0.25) = 10 [Hz], se cumple ampliamente con el criterio
de Nyquist.

Como tercer parametro se define la cantidad de ciclos de la sefal a
visualizar, que en este caso se ha fijado en un solo ciclo.

El tiempo final de visualizacion (stop) se calcula a partir del nimero
de ciclos y de la frecuencia fundamental de la sefial. Posteriormente, el nUmero
de muestras se obtiene multiplicando el tiempo total de visualizacién por la
frecuencia de muestreo.

A continuacién, se construyen dos vectores: el primero corresponde

al vector de tiempo de la sefial y el segundo a los valores de amplitud de x(t)
. El vector de tiempo se genera utilizando la instruccion np.arange, la cual crea

muestras separadas exactamente por el periodo de muestreo 1/ f;. Finalmente,
la sefial se calcula utilizando las funciones np.sin y np.cos, y se grafica con la
funcion plt.plot.

Sefal x(t) = 2sin{2nfyt) + cos(2nfyt) + sin(8nf,t)

—— Sefal continua
® Muestras

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4,
Tiempo (s}

Figura 83. Grafica del Ejemplo 28, sefial x(t) = 2sin(Z¢) + cos (S t) + sin(2nt)
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A continuacion, vamos a utilizar el siguiente cédigo, para graficar la magnitud
de los coeficientes de la SF:

from scipy.ft import fft, fftfreqg
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# nlOmero de muestras
n = len{x)

# Serie de Fourier
ak = fft(x) /' n
k = fftfreg(n, 1/fs)

# posiciones armdnicas
k=k/ fo

# Configurar la visualizacion
plt.stem(k, np.abs(ak))
plt.xlim(-5, &)

plt.ylim{g, 2}

plt.xlabel( k")

plt.ylabel(r'$|a k|$")
plt.title( 'Magnitud de los coeficientes de la Serie de Fourier')

plt.grid(True)
plt.show(}

Figura 84. Cédigo en Python Ejemplo 28, coeficientes de la SF.

Lo primero que hacemos es calcular la longitud de la sefial (es decir,
la cantidad de muestras de la sefial x{t} en el dominio del tiempo) y asignarla al
parametro n. Posteriormente, calculamos la transformada rapida de Fourier de la

sefial con la funcion fft, y normalizamos el resultado dividiendo entre n.
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Como siguiente paso, utilizamos la funcion fftfreq para encontrar las
frecuencias asociadas a cada coeficiente obtenido. Dado que la Serie de Fourier

se expresa en términos del indice armonico &, dividimos estas frecuencias entre
la frecuencia fundamental £, obteniendo asi las posiciones correspondientes de
k.

Finalmente, utilizamos la funcion plt.stem para graficar la

magnitud de los coeficientes |a,l.

Magnitud de los coeficientes de la Serie de Fourier

0.00 - ; - - + -+ - ; -
-6 —4 -2 0 2 4 6

Figura 85. Cédigo en Python Ejemplo 28, coeficientes de la SF de la sefal

x(t) = 2sin {: t) + cos (: t) + sin(2mt).

Al comparar las amplitudes obtenidas en la figura anterior, con los
valores obtenidos en los calculos tedricos, nos damos cuenta que corresponden
al mismo resultado.
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Ejemplo 30. Calculo de los coeficientes de la SF de una seiial
periédica expresada como producto de cosenos
Calcule y dibuje los coeficientes de la SF de la sefal

x(t) = 2cos(wyt)cos 2wy t).

Solucién:

En este ejercicio aplicaremos la propiedad de multiplicacion de la Serie
de Fourier, la cual establece que cuando dos sefiales periddicas se multiplican

en el dominio del tiempo, los coeficientes de la SF de la sefial resultante
corresponden a la convolucién de los coeficientes de la SF de cada sefial.

Para aplicar esta propiedad, primero separamos la sefal en dos
factores:

x{t] = Il{t]-x:{t]

Donde

x,(t) = 2cos(ewyt) SF a
1.0t} = cos(2wyt) SF I,

® F =g @b

a, =1 y a_; =1
Y con la sefial x,(t}, tenemos, que:
b, =1/2 y b_,=1/2
Debemos tener en cuenta que en la sefal x,(t) aparece la segunda
armonica, dado que la frecuencia del coseno es 2w,. De forma similar, en la

sefal x, (tlaparece la primera armoénica, porque la frecuencia es ¢, .
A continuacion, se presenta la implementacion en Python para ilustrar
la convolucién de coeficientes de la SF.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

COL_A, COL_B, COL_C = "#D32F2F", "#SE35E1", "#1565C0"

def impulses(ax, k, &, col, title=""}:
ax.axhline({@, coler="black", lw=2}
ax.set_xlim{-4,4); ax.set_ylim{-2.25,1.25)
ax.set_xticks{[])}; ax.set_yticks({[]}
for s in ax.spines.values(): s.set_visible(False)

for ki, ai in zip(k,a}):
ax.vlines(ki,®,ai,color=col,lw=5)
txt = rU$hfrac{1}{2}%" if np.isclose(ai,8.s) else f"{ai:g}"
ax.text(ki,ai+d.8s,txt,ha="center”,color=col}
ax.text(ki,-2.12,f"{int{ki)}",ha="center”,color=col}

ax.text(2.9,0.82,"$ks",ha="right")
ax.set_title(title)

# coeficientes
ka, aa = np.array([-1,1]), np.array{[1,1])}
kb, bb = np.array([-2,2]), np.array{[8.5,8.5])

# convolucicn
ki, €1 = kb-1, bb
k2, €2 = kb+1, bb

# resultado final
k = np.array([-3,-1,1,3])
C = np.array([©.5,8.5,8.5,8.5])

# figura
fig = plt.figure(figsize=(18,7)]
gs = fig.add_gridspec(3,2, height_ratios=[1,1,1.2])

axl = fig.add_subplot(gs[e,8])
ax2 = fig.add_subplot(gs[e,1])
ax2 = fig.add_subplot(gs[1,8])
ax4 = fig.add_subplot(gs[1,1])
ax5 = fig.add_subplot(gs[2,:]) # ocupa todo el ancho

impulses{axl,ka,aa,COL_A,"%a_ki"}
impulses{ax2,kb,bb,COL_E,"3b_ki"}
impulses{ax3,kl,c1,C0L_C,"Conv. con $a_{-1}%")
impulses{ax4,k2,c2,C0L_C,"Conv. con %a_{1}3")
impulses{ax5,k,c,C0L_C,"Resultade 3c_k = a_k “\circledast b_k3")}

plt.tight_layout()
plt.show(}

Figura 86. Cédigo en Python Ejemplo 29, aplicacion de la propiedad de
multiplicacion.
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Al realizar la convolucion de los coeficientes a; con los coeficientes by,
, Obtenemos:

ak by

1
‘ K
I

Conv. con a—-1 Cconv. con a3

— |
N — ]

-
'

ST

(L —
—— |
<
|—p— ]
(L —]

Resultado ¢, = ax ® by

M=

(o —
| — |
- — |
(L — |

Figura 87. Grafica del Ejemplo 29,
aplicacion de la propiedad de multiplicacion.

c; = 0.3 cg = 0.5 c_y =05 c_g = 0.5

Observamos que, como resultado de la convolucién de los coeficientes

g Y by, aparecen componentes espectrales en &k = +1 y k = +3. Esto ilustra
coémo la multiplicacion de sefales en el dominio del tiempo genera nuevas
componentes armonicas en el dominio de la frecuencia.
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Ejemplo 31. Aplicacion de la Relacién de Parseval

Determine la potencia promedio de la sefial x{t} real y periddica, a
partir de sus coeficientes de la SF

a, = 2 g, =1-12j a_, =142
g, =0.5—j g_.=03+]
Solucioén:

Recordando la relacion de Parseval, tenemos que la potencia promedio

de una sefial (es decir, F), se calcula a partir de:

Primero, calculamos la magnitude del os coeficientes de la SF, asi:

lag | =12l

lal =la_,| =12 + 22 =43

la. | =la_,| =4/0.5% + 12 = ¥1.25
Reemplazando los valores, se tiene:
P=lagl* +laF + la_,I* +la.l* + la_.|?

F: |ﬂ|}|: +2|ﬂj_|: + 2'“:'

F=44+2(5) 4+ 2(1.25) = 16.5
3.8. RESUMEN DEL CAPITULO DE SERIES DE FOURIER

En este capitulo estudiamos la Serie de Fourier, una herramienta
fundamental del analisis de sefales que permite representar sefiales periddicas
como la suma de componentes sinusoidales relacionadas arménicamente.

Inicialmente, introdujimos la sefial exponencial compleja, la cual
constituye la base matematica para la representacion de senales periddicas en
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términos de exponenciales complejas. Esta representacion facilita el analisis en
el dominio de la frecuencia y permite expresar cualquier sefal periédica como
una combinacién de arménicas de la frecuencia fundamental.

Posteriormente, presentamos la expresion general de la Serie de

Fourier, que permite descomponer una sefial periddica x (¢} en una suma infinita
de exponenciales complejas:

==

x{t:] = Z ﬂkgj-i;:._un[‘

k=—=

donde w, corresponde a la frecuencia fundamental de la sefial y a;
representa a los coeficientes de la serie, los cuales determinan tanto la amplitud
como la fase de cada componente armoénica.

A lo largo del capitulo analizamos diversos ejemplos que nos
permitieron comprender como calcular los coeficientes de la Serie de Fourier y
como interpretar su representacion en el dominio de la frecuencia. Observamos
que esta descomposicion produce un espectro discreto, compuesto por lineas

espectrales cuya amplitud y fase estan determinadas por los coeficientes aj. .

También estudiamos algunas propiedades de la Serie de Fourier que
facilitan el calculo de los coeficientes cuando la sefial presenta ciertas simetrias
0 cuando se realizan transformaciones en el dominio del tiempo. Finalmente,
analizamos el fenomeno de Gibbs, el cual aparece al aproximar sefiales con
discontinuidades mediante un nimero finito de armonicas.

En conjunto, estos resultados nos permiten comprender cémo se
distribuye la energia de una sefial peridédica en el dominio de la frecuencia, a
través de un espectro discreto compuesto por arménicas. Sin embargo, muchas
sefales presentes en aplicaciones reales no son periédicas. En estos casos,
al considerar que el periodo tiende a infinito, esta representacion discreta en
frecuencia se transforma en una representacion continua, dando origen a la
Transformada de Fourier, herramienta que permite analizar sefiales no periédicas
en el dominio de la frecuencia.
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CAPITULO IV

Transformada de Fourier de Senales
periodicas y aperiodicas

La Transformada de Fourier extiende el analisis al caso de sefiales no
periddicas, permitiendo representarlas en términos de un continuo de frecuencias.
En este capitulo, partiremos de sefiales matematicas y avanzaremos hasta una
sefial real, en particular una sefal de voz, con el objetivo de comprender cémo
la Transformada de Fourier revela su contenido espectral y permite identificar
componentes como interferencias o ruido, tanto desde el punto de vista teérico
como a través de su implementacion en Python.

Al finalizar el capitulo, deberas estar en capacidad de:

o Explicarla relacion entre la Serie de Fourier y la Transformada de Fourier,
y su aplicacién en sefiales periddicas y aperiodicas.

e Interpretar la Transformada de Fourier como una representacion en
frecuencia continua e identificar los principales componentes espectrales|
de una senal.

e Comprender y aplicar las principales propiedades de la Transformada de
Fourier y su efecto en la relacion tiempo—frecuencia.

e Aplicar la Transformada de Fourier mediante la FFT en Python para

analizar sefales.

e |Interpretar el espectro de sefiales reales, en particular sefales de voz,
identificando interferencias y reconociendo su utilidad como base del
Procesamiento Digital de Sefales.
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41. MOTIVACION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

En el capitulo anterior estudiamos la Serie de Fourier, una herramienta
que permite representar una sefal periédica como la suma de exponenciales
complejas relacionadas armonicamente. Esta representacion nos permitio
analizar cémo se distribuye la energia de la sefial en el dominio de la frecuencia,
obteniendo un espectro discreto compuesto por lineas espectrales ubicadas en
multiplos enteros de la frecuencia fundamental.

Sin embargo, muchas sefales presentes en aplicaciones reales no son
periddicas. Por ejemplo, una sefial de voz, una vibracién mecanica o una sefial
biomédica suelen tener duracion finita o variar de manera irregular en el tiempo.
En estos casos, no es posible aplicar directamente la Serie de Fourier, ya que
esta requiere que la sefal sea periddica, es decir, que se repita indefinidamente
en el tiempo.

Nota aclaratoria:

Matematicamente, una sefial periddica satisface la condicion

x(g) = x(e-T)

donde T corresponde al periodo de la sefial. Como consecuencia, una
sefal periddica tiene soporte infinito, ya que su forma se repite para todos los

valores de £.

A partir de esta limitacién surge una pregunta natural: ; cémo podemos
analizar en el dominio de la frecuencia sefales que no son periédicas?

Una forma de abordar este problema consiste en construir una version
periddica de una sefal no periddica. Para ello, imaginemos que tomamos una
sefal de duracion finita y la repetimos periédicamente en el tiempo, obteniendo
asi una sefal de periodo T, la cual puede representarse mediante la Serie de
Fourier. Si aumentamos progresivamente el valor de T, las repeticiones de la

sefial se separan cada vez mas en el eje temporal. En el limite, cuando T — &z,
las repeticiones desaparecen y la sefal resultante se comporta como una sefal
no periodica.

La Transformada de Fourier puede interpretarse como el limite de Ig
Serie de Fourier cuando el periodo tiende a infinito.
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Este proceso también tiene un efecto importante en el dominio de la
frecuencia. En la Serie de Fourier, una sefial periédica se representa mediante
un conjunto discreto de frecuencias. A medida que el periodo de la sefal
aumenta, estas frecuencias se vuelven cada vez mas cercanas entre si. En
el limite, cuando el periodo tiende a infinito, las lineas espectrales se vuelven
infinitamente densas y el espectro deja de ser discreto para convertirse en un
espectro continuo.

Serie de Fourier Periodo aumentando Transformada de Fourier
Senal Periddica Senal No Periddica
Periodo T creciendo
B t |V t t
Espectro Discreto m—)- T—o0 —p- Espectro Continuo
I | I l . .m|l|||’||||“MH|\|I|1|I|,
20, -®, 0 @y 20, @ @

Figura 88. Transicion conceptual entre la Serie de Fourier y la Transformada
de Fourier. Inicialmente, la sefial periddica (suma de senoidales) presenta
un espectro discreto (parte izquierda de la figura). A medida que el periodo

aumenta, las componentes espectrales discretas se acercan entre si (como se
ilustra en la parte central de la figura). Finalmente, en el limite T—<, el espectro
discreto se transforma en un espectro continuo (parte derecha de la figura).

Este razonamiento conduce naturalmente a la Transformada de Fourier,
una herramienta que permite representar sefiales no periédicas mediante una
distribucién continua de frecuencias.

En este capitulo utilizaremos tanto la notacién x(ja) como

x(jf), donde « = 2zf. La primera se expresa en [rad/s] y la segunda
en [Hz].
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El espectro describe como se distribuye la amplitud (y fase) de la sefa
en funcioén de la frecuencia.

4.2. TRANSFORMADA DE FOURIER DE SENALES PERIODICAS

Antes de iniciar el estudio de la Transformada de Fourier (TF) de
senales aperiodicas, es importante analizar como se obtiene el espectro de una
sefial periodica a partir de los coeficientes de la Serie de Fourier (SF). Lo mas
importante para resaltar en este momento es que el espectro de una senal
periodica es siempre discreto, y se calcula mediante alguna de las siguientes
ecuaciones:

=

X(Gw) = Z 2ma 6w — kag)

=—=

==

XGF) = Z 0, 6(F — kfy)

==

En el primer caso, el espectro se expresa en [rad /s]; mientras que en

el segundo en unidades de [Hz].

Nota aclaratoria:

En este libro se utilizara la notacion X(jf} para enfatizar que el espectro
de una sefial puede ser complejo. En muchos textos también se utiliza la notacién

X(f); ambas representan la Transformada de Fourier de la sefial.

No obstante, en ambos casos los armoénicos de la sefal, los armoénicos

de la sefial, que en la SF se denominan a;, se convierten en impulsos en

Rl

frecuencia que conservan la amplitud de la arménica y que estan ubicados en

kg, O kfy, Segun corresponda.

Como diferencia importante, no solo cambia la ubicaciéon de los
impulsos en el eje de frecuencia, sino también su amplitud. Al comparar ambas
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representaciones espectrales, se observa que a partir de X{jw) es posible

obtener X(jf) realizando dos operaciones: la frecuencia se divide entre 2, y la
amplitud de los impulsos también se divide entre 2.

Ejemplo 32. TF de suma de sefiales cosenoidales
Supongamos que tenemos la senal

x(t) = 10cos(100wt) + 8cos(300mt) + 12c0s(500mt), y deseamos graficar su
Transformada de Fourier, tanto X{je), como X{jf}.
Lo primero que vamos a realizar es calcular los coeficientes a;,.
Identificamos la cu, calculando el M.C.D. entre las frecuencias angulares

{1007,3007, 5007} = 100x. Entonces, nuestra sefial tiene la primera armonica,
la tercera arménica y la quinta arménica, dado que la sefial se puede re-escribir
como:

x(t) = 10cos(wyt) + 8cos(3wyt) + 12co5(Sayt)
Entonces, los valores de a;. distintos de cero, son:
g, =6_; =23

ay =a_g; =4

a; = f_g =06

Correspondientes a tres armoénicas y seis coeficientes. Recordemos
que, al tratarse de sefales cosenoidales (y no senoidales), los coeficientes son
reales y pares.

Ahora, aplicaremos la ecuacién que relaciona X{jf} con los seis
valores de a;, quedando:

XGf) = a6(f - ) +a_,6(f + fo) + a:6(F = 3fo) + a_36(f + 3f) + as6(f —5f) +a_s6(f +5£)
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Y reemplazando f, = 100x/(2r) =50 [Hz], con los valores de ag,
obtenemos:

X(f) =358(Ff — 500 + 36(f +50) + 45(f — 150) +45(f + 150) + 66(F — 250) + 66(F + 250)
Finalmente, obtenemos X{jw}, multiplicando la amplitud por 2z, al
igual que las frecuencias, quedando:

X(jew) = 10n6(e — 100m) + 1076 (w + 1007) + 8r8(ew — 3007) + Snd(w + 300x) + 1276 (w — 500m7)
+ 12r6(w + 500m)

Espectro de lasefial x(t) = 10 cos(1007t) + 8 cos(3007t) + 12 cos(5007t)

X(Jf) (frecuencia en Hz)

Amplitud o =50 Hz |
—— Amplitud 5 ‘
6 5 | 5 6 —— Amplitud 4 |
I ‘f T | T ‘f T — Amplitud 6
| | | + 1 1 1 f [HZ]
—250 —150 —50 0 50 150 250

X(f) = 58(f — 50) + 58(f + 50) + 48(f — 150) + 45(f + 150) + 65(f — 250) + 68(f + 250)

X(jw) (frecuencia en rad/s)

Amplitud
121 ] 121
10 | 10w
8 I T 8 I
T ; T > o [rad/s]
—5001 —300m —100m 0 100 3001 5001

X(w) = 10m8(w — 1007 ) + 1075(w + 1007 ) + 87mS(w — 3007) + 87 (w + 3007T)
+ 12n8(w — 5007 ) + 12m5(w + 5007)

e Frecuencias: w = 2mwf Amplitudes: se multiplican por 2r e Espectros discretos y simétricos

Figura 89. Ejemplo 31: Espectro X(jf} y X¥{jw) de la sefal

x(t) = 10cos(wyt) + Bros(3wyt) + 12cos (Swyt).

128



ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

Ejemplo 33. TF de sefal cuadrada periédica

Considere la siguiente sefnal periddica

1 —-T, =t=T,
£ = 1 = —= 41
x(2) J[EI gn otro coso

con periodo
T =20T,

Esta sefial corresponde a una sefal cuadrada periddica.
Vamos entonces a calcular los coeficientes de la SF, recordando la
ecuacion que identificamos en el Capitulo 3, asi:

2T,
Gp = T
a =—m':::"m, k=0
Reemplazando los valores, tenemos
2T, 2
% =507, 20 0%

Y teniendo en cuenta que w, = 2x/T = 2x/(20T,) = =/(10T,).

Entonces w, T, = (=T, )/ (10T} = =/10

kw
g = —Sﬁm (ﬁ) k=0
¥ km '
Como los coeficientes de la Serie de Fourier son diferentes de cero
para infinitos valores de k, el espectro de la sefial estd compuesto por infinitos

impulsos ubicados en las frecuencias arménicas f = kf;, asi:

= sam(ﬂ)
XGf) = Z Tmﬁ{f—kﬁ,], k%0

k=—=

Mientras que,

XG) = 01805
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Y en el caso de,

= 2*59?1.(@:]
x{;@:_z —— 15— kay), k=0

H=—o=

X(jeo) = 0.216(w)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros del ejemplo

Tl = 6.61
T = 28*T1
e = 1/T

# 1. Sefal rectangular periddica
np.linspace(-2*T,2*T,2088)
% = np.zeros_like(t)

-+
[

for n in range(-3,4):
X[ (T»=-T1+n*T) & (t<=T1+n*T)] = 1

plt.figure(); plt.plot(t,x)
plt.title("Sefial rectangular periédica™)
plt.xlabel("t (s)"); plt.ylabel(™x(t)")
plt.grid(); plt.show()

# 2. Coeficientes de Fourier
k = np.arange(-28,21)
ak = np.zeros(len(k))

for i,ki in enumerate(k):
if ki==8:
ak[i] = 2*T1/T
else:
ak[i] = np.sin(ki*np.pi/18)/(ki*np.pi)

plt.figure(); plt.stem(k,ak)
plt.title("Coeficientes de la SF™)
plt.xlabel("k"); plt.ylabel("a k™)
plt.grid(); plt.show()

# 3. Espectro X(jf)
f = k*fe

plt.figure(); plt.stem(f,ak)
plt.title("X(jf)"); plt.xlabel("Fracuencia (Hz)")

plt.ylabel("Amplitud")
plt.grid(); plt.show()

Figura 90. Ejemplo 32: Cédigo enb Python del Ejemplo 32.

130



ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

Obteniendo las siguientes graficas:

Sefal rectangular periddica

101 M M A

0.8 1

0.6 1

x(t)

0.4

0.29

0.0+

-04 -03 -02 -01 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
t(s)

Coeficientes de la SF

0.104 .

1 — 15

k
X(jf)
0.10 P,
p
p p

0.08
0.06
0.04

Amplitud

B

T T r T T T T T T
-100 -75 =50 =25 [} 25 50 75 100
Frecuencia (Hz)

Figura 91. Ejemplo 32: a) Senal cuadrada periddica

con T = 20T,, b) a;, C) X(jf).
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La sefal cuadrada generada tiene T, = (.01 [s], por lo que el tiempo
total durante el cual la sefial permanece en alto es 2T, = 0.02 [s]. Por otra parte,

el periodo de la sefial es de T = 0.2 [s].

En la grafica de los coeficientes de la Serie de Fourier se han
representado los valores de —20 = k = 20, lo que corresponde a un total de 41
términos (es decir, 2k.z, + 1 CON Ky, = 20), incluyendo el término de nivel de
d.c. de la senal.

Una vez obtenidos los coeficientes de la Serie de Fourier, el espectro
de la sefial periddica puede construirse ubicando cada coeficiente a; en la
frecuencia armonica correspondiente f = kf,.

Teniendo en cuenta que f, = 1/T, la frecuencia fundamental de la
sefial es 3 [Hz]. Por consiguiente, el coeficiente de la SF correspondiente a
k = 20 se ubica en el espectro en la frecuencia 20 f, = 100 [Hz].

4.3. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE LA
TRANSFORMADA DE FOURIER

Antes de aplicar la Transformada de Fourier a una sefial aperiddica, es
necesario analizar si dicha transformada existe. Aunque un amplio numero de
sefales aperiddicas admiten Transformada de Fourier, existen algunas para las
cuales no es posible calcular su espectro, ya que no poseen energia finita.

Por esta razon, se han establecido ciertas condiciones matematicas
que permiten determinar si una senal aperiddica admite representacion en el
dominio de la frecuencia. Estas condiciones se conocen como condiciones de
Dirichlet. En particular, una de las condiciones fundamentales es que la senal
tenga energia finita, es decir:
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rlxm 2dt < oo

—=

Especificamente, las condiciones de Dirichtlet son tres:

e Condicion 1: Se cumpla que la sefal sea absolutamente integrable, es
decir,

rum dt < oo

-

e Condicion 2: la sefial tenga un nimero finito de maximos y minimos en
cualquier intervalo finito.

e Condicion 3: la sefal tenga un numero finito de discontinuidades en
cualquier intervalo finito. Cada discontinuidad debe ser finita.

Nota aclaratoria:
Para el caso de sefiales periddicas, se aplicaran las condiciones de
Dirichtlet de la SF.

4.4. TRANSFORMADA DE FOURIER DE SENALES APERIODICAS

En la seccién anterior vimos que la Transformada de Fourier de una
sefial periddica consiste en un conjunto de impulsos en frecuencia ubicados

en multiplos enteros de la frecuencia fundamental (es decir (kes, ). o (kf,) para

X(jw) o X(jf), respectivamente).

Sin embargo, muchas sefales de interés en aplicaciones de ingenieria
en telecomunicaciones no son periddicas. Por lo cual, es necesario extender el
concepto de Transformada de Fourier hacia senales aperiddicas.

Como se menciond en la seccion 4.1. esto puede interpretarse como
el caso limite en el cual el periodo de una sefal periédica crece indefinidamente,

es decir, T — o=z. En esta situacion, los impulsos del espectro dejan de estar
separados por intervalos discretos y pasan a formar una distribuciéon continua
en frecuencia.
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La Transformada de Fourier de sefiales aperiédicas se define como:

Xjew) = J‘mx(t] e foT gt

—_—

o también,

xGr) = fzx{r]e‘i'”ffdt

-

Adiferencia de la SF, donde aparecen Unicamente frecuencias discretas
(armonicas), en este caso la frecuencia puede tomar cualquier valor continuo.

Ahora bien, la sefial x(t) puede reconstruirse a partir de X {je) 0 X(jf)
asi, utilizando la Transformada Inversa de Fourier (ITF):

1= .
x(t) = Ef_m}:'{jm]ej”dm

x{t:] =J‘ X{j‘f:lg_i-:r:,r'tdf
La relacion entre la Serie de Fourier y la Transformada de Fourier
puede entenderse observando como cambia la representacién espectral de
una sefal dependiendo de su periodicidad. La siguiente figura resume estas
representaciones para sefnales perioddicas y aperiddicas.
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Relacién entre y Transformada de Fourier

——— Cdémo se representa una sefal en el dominio de la frecuencia

| Serie de Fourier x(t) perisdica |a(,;|
Espectro discreto: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ) T R
frecuencias discretas v TRVRVEE I T T I T T
(arménicas) 3 2 1 0 1 5 3 k
l Transformada de Fourier x(t) periédica |X(f)|
de sefiales periddicas ) G e
Espectro formado por A\ "‘ " ) f ] I T I I
impulsos ponderados V V t T T > f
en miltiplos de fo -3fo -2fo fo 0 fo 2fo 3fo
l Transformada de Fourier X (t) aperiddica IX(if)
de sefiales aperiédicas Ve -
Espectro continuo } jﬁ(\
en frecuencia > f
+0o

~%°  Distribucion continua en frecuencia

© fo: Frecuencia fundamental | @ ag: Coeficientes de la Serie de Fourier

Figura 92. Relacién entre la Serie de Fourier y la Transformada de Fourier.
Para sefales periddicas se obtiene un espectro discreto, mientras que para
sefiales aperiddicas la Transformada de Fourier produce un espectro continuo.

A continuacion, realizaremos la TF de algunas senales aperiddicas.

Ejemplo 34. TF de sefial exponencial real unilateral
Sea la siguiente senal:

x(E) = 7% ult), a=0

Recordando que la sefial escaldn unitario existe para los valores de
tiempo positivos (incluido el cero), x(t) puede escribirse como:

_fe % t=0
*(®) = { 0 t<0
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Entonces, en la ecuacion de la TF de la senal, solamente se tendra la
integral a partir de cero, es decir:

== ==

x() e~ it d = J‘ g~ g—Jul gy
o

() = j
]
Dado que para ese rango de tiempo la sefial x(t) toma el valor =%".

Resolviendo la integral, obtenemos que:

—la+juwlt 7

]
X{jw] = [m i

Ahora, evaluamos los limites:

lime~'2*/%'f =g (dado que a>0)

f—=oc

Y

-1 Fil
g—la+juld — 4

Por lo tanto:

0-1 1

o) = i "G

Teniendo en cuenta que el espectro contiene una componente
imaginaria, es necesario calcular su magnitud para graficarla, obteniendo:

|}:"ij|:d] | = ——

va- + w*

Para realizar la grafica de |X(jw)|, vamos a utilizar dos valores de
referencia:

e Cuando w = 0, tenemos que |X(0)] ==

|

o

B
b

1

* Cuando w =a, tenemos que |X{a)| = —
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Punto clave

Figura 93. Ejemplo 34: Magnitud del espectro de la sefial e~ uit].

Se observa que el valor maximo de la magnitud del espectro ocurre en
w = 0, y corresponde a 1/a.A medida que la frecuencia aumenta, la magnitud

disminuye de forma suave. En particular, cuando « = a, la magnitud se reduce a

1/(a ,v'z_] lo que indica una caida significativa en el contenido espectral.

Nota aclaratoria:

Esta sefal es importante dentro de comunicaciones, dado que
su espectro presenta un comportamiento similar al de un filtro pasa-bajo. En
particular, concentra su mayor energia en bajas frecuencias (alrededor de w=0
y atenua progresivamente las componentes de alta frecuencia a medida que w
aumenta.
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Ejemplo 35. TF de sefal exponencial real bilateral

En este ejemplo, vamos a trabajar también con la sefial exponencial
real, pero en este caso, la version bilateral. Esta sefial exponencial tiene dos
componentes, una sefial creciente para los valores negativos de tiempo, y una
sefial decreciente para los valores positivos de tiempo.

Es decir,

_[e" t=0
x{t]_{e'“ t =10

Esta sefial se puede escribir de forma compacta, asi:
x(f) = g2l

Dado que para los tiempos positivos || = ¢; mientras que, para los

tiempos negativos lt| = —t.

Como esta sefial tiene dos componentes, aplicamos la ecuacioén de la

TF en dos partes, asi:

=

o
XGw) = f gt e'j‘”rn’t+J‘ T

e o
Resolviendo,

o

] g'n—_i'n.-'r 1
seionar=[r—] =
f (a —jm] . (a —_,r'a:-]

—oe

1

J‘:"“i‘”'f dt = ———
0 (a + jo)

Y entonces, tenemos que:

PSS 1 2a
X _{ﬂ—jm]+{n 4w (a® +w?)
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A diferencia de la sefal exponencial unilateral, cuyo espectro es
complejo, en este caso el espectro es completamente real y simétrico, por lo que

|¥(jea) | = X{jes). Esto se debe a que la sefial en el dominio del tiempo es par.

Para realizar la gréfica de |X{jw)|, vamos a utilizar dos valores de

referencia:

e Cuando w =0, tenemos que |X(0}] = E—E =

FBo|ra

e Cuando w = a, tenemos que |¥(a)| = = =

2a=

B

Vamos ahora a comparer la magnitude de los espectros de la sefal
exponencial unilateral real, con el de la sefial exponencial bilateral real.

Exponencial unilateral real Exponencial bilateral real
w=0
X(w)| =5
w=0
X(w)| =3

w=a
R
X(jw)=—=

Figura 94. Ejemplo 35: Comparacion de espectros de senales exponenciales
unilateral y bilateral.

Comparando el espectro de la sefial exponencial bilateral real con el
de la senal exponencial unilateral real, se observa que cuando «w = 0 la amplitud

de la sefial exponencial bilateral es el doble. Por otro lado, cuando w = a, la

amplitud es 1/a, en comparacion con aproximadamente 0.707/a en la sefal

exponencial unilateral.
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Ejemplo 36. TF de seial impulso unitario en tiempo continuo

Sea la sefal impulso unitario en tiempo continuo definida como:
x(t) = 5(¢)

La TF de la sefal, se expresa de la siguiente forma:

xGw) = | T 50 eIt gt

—=

De manera intuitiva, 5(t)e~/“f puede interpretarse considerando que
el impulso unitario esta completamente concentrado en ¢ = 0. En ese punto, la

exponencial compleja toma el valor de e~/“?, por lo que dentro de la integral el
impulso selecciona unicamente ese valor.

Por lo tanto,
X)) = =0
Y en consecuencia,
¥(aw) =1

Este ejercicio es muy importante en comunicaciones, ya que permite
comprender una idea fundamental: la sehal mas concentrada en el dominio
del tiempo, correspondiente al impulso unitario, posee el espectro mas ancho
posible, es decir, una constante de valor 1 para todas las frecuencias.

Ejemplo 37. TF de una seinal constante en el tiempo

En este caso, la senal esta definida como:

x(t) =1,
Y su TF se expresa como:

Xljew) = J‘ e~ iwtqr

—o=

140



ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

Para obtener su espectro, utilizamos la propiedad de dualidad de la
Transformada de Fourier.

TF

s 6B - 1

TF

Entonces por dualidad, 1 — 216 (w)
Por lo tanto,
¥(ew) = 2n5(w)

Este resultado indica que una sefial constante en el tiempo contiene
Unicamente la componente de frecuencia cero, es decir, toda su informacion

espectral estd concentradaen w =10 .

Nota aclaratoria

De manera intuitiva, la propiedad de dualidad permite intercambiar el
papel del tiempo y la frecuencia (es decir, t = w, y w — t). Matematicamente,

dicho intercambio introduce un factor 2z y una inversién en la variable. En este
caso, esta inversion no altera el resultado, ya que el impulso es una funcioén par.

En particular, para el caso de la sefal impulso, se tiene que:

Tiempo Frecuencia
Mupei
x(t) = 8t) by, , X(w) = 1
x(t) =1 X(jw) =2n6(w)

Figura 95. Ejemplo 37: Aplicacion conceptual de la propiedad de dualidad para

los pares &t} = 1,y 1 = 2nd(aw).
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Ejemplo 38. TF de la sefial cuadrada aperidédica

Previamente, habiamos calculado el espectro de una sefial cuadrada
periddica, el cual es discreto, con infinitos impulsos, cuya envolvente es de la
forma sinc. Ahora, calcularemos el espectro de la cuadrada aperiddica.

Sea x(t) una sefial definida como:

1 lt] < T,
£} = L
=(e) Ji[] egn otro caso

Donde 2T, corresponde a la duracion total de la senal (tiempo en alto).
Nota aclaratoria:

Esta definicion es consistente con el caso de la sehal cuadrada

periddica, en la cual 2T, representa el tiempo en que la sefal permanece en
nivel alto dentro de un periodo.

Entonces,

2 sen{wl,) 2T, sen(wT,)
X(je) = ~ 1 _<h 1

wly

Este resultado indica que una sefal limitada en el tiempo tiene un
espectro continuo cuya forma es tipo sinc.

En particular:

e La mayor concentraciéon de energia se encuentra alrededor de w = 0.
o El espectro presenta ceros en:

+1¢ +2n’ +31¢
WeET o ET T

e A mayor duracion de T;, el espectro se hace mas angosto.

e A menor duracion de T,, el espectro se ensancha.

142



ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

La sefial rectangular aperiédica mantiene la misma estructura temporal
que la sefial cuadrada periddica en su intervalo activo, pero sin repeticion. Su
espectro revela como esta duracién finita se traduce en una distribucion continua
en el dominio de la frecuencia.

X(jw)
x(t) 2T,
=, . TN W,
5 T
2T, w

Figura 96. Ejemplo 38: sefial cuadrada aperiédica, x(t) y X{jw).

4.5. TABLA RESUMEN TF DE SENALES PERIODICAS Y APERIODICAS

Como cierre de esta seccion, se presentan dos tablas resumen, una
para sefiales periédicas y otra para sefiales aperiodicas, junto con sus respectivas
representaciones en frecuencia. Estas sintesis permiten integrar los resultados
obtenidos y ofrecen una visién global de la Transformada de Fourier, resaltando
la relacién entre el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia.
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Tiempo x(t) Frecuencia X(jw)
Senoidal sin(wot) «— J,E[ﬁtw_wo)_ﬁ(w‘f'wﬁ)]
Cosenoidal cos(wpt) «— né(w — wo) + 6(w + wy)]
Tren de impulsos z &6(t—kT) — —2{1 z O(w — kwyp)

k=—c k=—w
1 -Ty=t=T, =
Cuadrada periédica x(t) = { 0 en :Btro CaSIO «— 2n Z ax 0(w — kwg)
k=—m

__ sin{kwpT1)
T ag = = , k=0

Figura 97. Pares fundamentales de la Transformada de Fourier para
sefales periddicas. Las sefales periddicas presentan espectros discretos
compuestos por impulsos en multiplos de la frecuencia fundamental.

Tiempo x(t) Frecuencia X(jw)
Impulso &(t) — 1
Constante 1 — 2n6(w)
Exp. unilateral e y(t), a>0 — ﬁ
Exp. bilateral e, a=0 —> ;%7
Rectangular x(t)=1, |t|=T > 2T1%

Figura 98. Pares fundamentales de la Transformada de Fourier para sefales
aperiodicas. Se observa como sefales localizadas en el dominio del tiempo,
como el impulso unitario, presentan espectros extendidos, mientras que
senales extendidas en el tiempo, como la constante, se concentran en
frecuencia. La sefal rectangular ilustra un caso intermedio, evidenciando la
relacion entre duracion temporal y ancho espectral.
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4.6. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

En esta parte final del capitulo abordaremos las propiedades de
la Transformada de Fourier. Conocerlas permite determinar el espectro de
sefiales mas complejas a partir de transformadas basicas, aplicando de manera
estratégica aquellas propiedades que simplifican el analisis.

Estas propiedades establecen una relacién directa entre
transformaciones en el dominio del tiempo y sus efectos en el dominio de la
frecuencia, lo que permite interpretar y construir resultados sin necesidad de
recalcular la integral de la Transformada de Fourier.

A continuacién, se presentan las propiedades mas importantes y
representativas para comunicaciones.

4.6.1. Linealidad

Esta propiedad es muy similar a la de linealidad de la Serie de Fourier
(el lector puede compararlas). Basicamente, si se conoce el espectro de dos
sefiales y estas se suman en el dominio del tiempo, entonces sus espectros
también se suman.

Adicionalmente, si cada sefal se multiplica por un escalar, su espectro
se multiplica por el mismo escalar.

Sea x,(t]), x.(t), con TF:

2,00 5 X, (o)

%, (0) 5 X, (ew)
Si estas senales se combinan linealmente de la forma:
x5(t) = Ax, (¢) + Bx,(t)

Entonces, su Transformada de Fourier se calcula asi:

258 5 A%, (o) + BX, ()
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Esta propiedad ya la hemos aplicado de forma intuitiva en algunos
ejercicios, por ejemplo, cuando sumamos sefales cosenoidales.
Cuando el espectro se expresa en Hz, la propiedad de escribe como:

228 5 4%, Gf) + BX GF)

4.6.2. Desplazamiento en el dominio del tiempo

Sea x,(t) una sefial con TF:

xj_{t:] _‘;XJ_{_JW:]

Si esta sefal se desplaza en el tiempo de la forma:
x.lt) = x, (= #y)

Entonces, la TF de la nueva sefal esta dada por:

%, (8) = e~ i@ty (jw)

De lo anterior, se deduce que un desplazamiento en el tiempo no altera
la magnitud del espectro, pero si introduce un cambio en la fase.
Cuando el espectro se expresa en Hz, la propiedad de escribe como:

x,(8) 2 eIt ta g (jf)

4.6.3. Escalamiento en el tiempo

Sea x,(t) una sefial con TF:

INCES AT
Si esta senal se escala en el tiempo:
x:{t] = xl{nt]
Entonces, la TF de la nueva sefial esta dada por:
2. () ElFLlXL (=)

El escalamiento en el dominio del tiempo genera un efecto contrario en
el dominio de la frecuencia. Por ejemplo, si comprimo una sefal en el tiempo, su
espectro se dilata; y viceversa.
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Nota aclaratoria:

Si te preguntas qué significa X, {f) su interpretacion es directa: en la

.z ] . . )
expresion del espectro original X, (jw}, se reempleza la variable « por =

Si el espectro lo expresas en Hz, la propiedad de escalamiento queda,

asi:
2. (8) 1’?%& (%]

Ejemplo 39. Compresion de una seial cosenoidal
Supongamos que tenemos la sefial x,(t) = cos(100mt), cuya
frecuencia fundamental es w; = 100x. De acuerdo con nuestra tabla de TF de
senales basicas periddicas, tenemos que el espectro es:
cos(100mt) — ml6 (e — 100m) + 6(w + 1007}
Ahora, vamos a suponer que esta sefial se comprime por un factor de
a = 2, entonces, la TF de la sefial comprimida, que llamaremos x. (¢} es:
TFTT o i
x(8) = {5(5— 1007 ) + 5(§+ 100x )}

El espectro de la sefial lo podemos re-escribir asi:
w + 200w ]}

%, (e =§[5(w—junn] +5( 2

w “ha
- T

Pero, ¢qué significa L':‘( ) 76 (:

Recordando la interpretacion del impulso continuo como el limite de

una senal de ancho A muy pequefio y altura 1/A, se tiene que su area es igual a
1. Si esta sefal se dilata en el eje de la variable (en este caso w), su ancho pasa

a ser 2/, por lo que se obtiene:

& (;) = 25 ()
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Y de forma general, la propiedad fundamental de escalamiento de la
senal impulso, es:

i
Gl—) =lald
(=) = lal 8()
Teniendo en cuenta lo anterior, el espectro queda como:
T
X (o) = - {26(w - 2007) + 26(w + 200}

Y cancelando la constante de 2, tenemos que:

X, (jeo) = wldlew — 200m) + 5 + 200m)}

Se observa que al comprimir la sefial en el tiempo por un factor de
2, las frecuencias se expanden por el mismo factor, duplicando la frecuencia

fundamental. Este resultado es consistente con el espectro de la sefial caz {200t )

, el cual es la version comprimida de la sefial cos (100wt , por un factor de a = 2.
Nota aclaratoria:

En Ta senal original el periodo es T = E = 0.02; mientras que, en Ig

-

sefnal comprimida el periodoes T = e 0.01, es decir, la mitad del periodo de
la sefal original.

Ejemplo 40. Dilataciéon de una senal cosenoidal
Partimos de la misma sefial del ejemplo anterior x,{t} = cos(100mt},
con wy = 10w, cuyo espectro es:

cos(100mt) = 2{6(w — 100m) + 6w +1007)}

Ahora, vamos a suponer que esta seial se dilata la sefial por un factor

a = 0.5, entonces, la TF de la sefial dilatada, que llamaremos x.(t} es:

x,(8) :%{5 (Uw—S —1007) 4§ (%+ 1007 )}

El espectro de la sefial lo podemos re-escribir asi:
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m—SEIﬂ.'J (m+ SEIR'J}
0.3 0.3

Aplicando la propiedad de escalamiento de la sefial impulso continua,

X Gw) =2n IS(

tenemos que:
(wd]
a (ﬁ) = 0,55 (ca)
Teniendo en cuenta lo anterior, el espectro queda como:

X (w) = 27”{5{.:@ —50m) + 6w + 50m)}

Y cancelando la constante de 2, tenemos que:

X, (jew) = nl6(w — 50m) + 5(w + 50m)}

Se observa que al dilatar la sefal en el tiempo por un factor de 0.5,
las frecuencias se comprimen por el mismo factor, reduciendo a la mitad la
frecuencia fundamental. Este resultado es consistente con el espectro de la

sefal cos{30nt) , el cual es la version dilatada de la sefial cos{100xt}, por un

factorde a = 1/2.
4.6.4. Multiplicacion en el dominio del tiempo

Sea x,(t), x,(t}, con TF:

2,3 X, ()

x:{t] _J;X: {_J'ﬁt-":]
Si estas sefiales se multiplican, asi:
xg(8) = x, (B x.(8)

Entonces, la TF de la nueva sefial se obtiene como:

1
X, Ge) = . X Ge) ® X, (el
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Donde & es el operador de convolucion. Es decir, se realiza la
convolucioén discreta entre los espectros de la sefales.

De forma equivalente, si el espectro se expresa en Hz:

LG =xGH @x Gl

Es importante notar que, a diferencia de lo que podria esperarse, el
producto en el tiempo no produce un producto en frecuencia, sino una convolucion.

Ejemplo 41. Modulacién en amplitud

La propiedad de multiplicacion de la Transformada de Fourier es
fundamental en sistemas de comunicacién, particularmente en modulaciéon
en amplitud (AM). Multiplicar una sefial por una portadora cosenoidal en el
dominio del tiempo produce un desplazamiento de su espectro en frecuencia,
permitiendo transportar informacion hacia bandas de frecuencia mas altas.

Vamos a aplicar esta propiedad, con la multiplicacion de dos sefales,
de la primera conocemos su dominio del tiempo, y de la segunda, su espectro.
Sea,

x,{t) = cos(100mt),
y una sefial x.(t) cuyo espectro es:
e Tridngulo centrado en w = 0, de amplitud 1, en el rango de —10wr hasta

10w, como se presenta en la siguiente figura.
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Espectro X;(jw)

T T T
—1lon o om
W

Figura 99. Ejemplo 41: Espectro de la seial x2(t).

Se desea graficar X, (je) y X (if).

Como paso inicial, vamos a obtener el espectro de x, (¢}, el cual es:

Xl{jm] = ml6(w — 100x) + 5 + 100m)}

Entonces, aplicamos la propiedad de multiplicaciéon de la TF, y
realizamos la convolucion entre cada impulse de X, {jw) con el espectro X, (j) .

Es decir, desplazamos el espectro de X.(jw) a cada una de las

ubicaciones en frecuencia de X, {jw}, quedando:

151



AUTOR: DORA MARIA BALLESTEROS

Espectro X3(jw)

1/2 1

—-11041 §90n 0m |10

T T
—100n 100m

Figura 100. Ejemplo 41: Espectro X, (jea).

A manera de resumen de la aplicacion de la propiedad de multiplicacion:

Paso 1: X;(jw)

-10m 0 10

Paso 2: X, (jw)

—~100m 100m

Resultado: X3(jw)

72

-100m 1001

Figura 101. Ejemplo 41: pasos de aplicacion de la propiedad de multiplicacion.
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4.6.5. Convolucidén en el dominio del tiempo

Esta propiedad es la contraparte de la propiedad de multiplicacion de la
TF. En este caso, las sefales se convolucionan en el tiempo, mientras que, sus
espectros se multiplican.

Sea x,(t), x,(t}, con TF:

2,3 X, ()

2,(8) 5 X, ()
Si estas sefales se convolucionan, asi:
x5(8) = x,(8) @ x,(£)
Entonces, la TF de la nueva sefial se obtiene como:
XGw) =X (o) X, Gaw)

Ahora, si el espectro o queremos expresar en [Hz], el resultado en
frecuencia se representa asi:

LGAH =X GALGH

Nota aclaratoria:
En la propiedad de convolucién en el dominio del tiempo, no aparece

ningln escalar que diferencie la expresion del espectro entre X, (jw) y X; (£}, ya
que en frecuencia el resultado corresponde a una multiplicacion directa.

En contraste, en la propiedad de multiplicacion en el dominio del

tiempo, si aparece un factor de escala al expresar el espectro en en w, debido 3
que la operacion en frecuencia es una convolucion, la cual implica una integral

que se ve afectada por el cambio de variable entre f y w.
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4.6.6. Dualidad

La propiedad de dualidad intercambia los dominios de tiempo vy
frecuencia, pero requiere especial cuidado en el manejo de constantes y en la
interpretacion de las variables.

Esta propiedad ya la habiamos trabajado de forma intuitiva en el Ejemplo
37. Ahora la veremos formalmente. En esta propiedad podemos “intercambiar”
las sefiales en el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia, aplicando las
siguientes “reglas”:

e Partiendo de x(f) se reemplaza t — & y se multiplica su amplitud por
un factor de escala 2 . Posteriormente se realiza una inversién en el
espectro (este paso se omite si la sefial x(t} era par) y asi obtenemos

a(fea).

e Partiendo de X(jw) se reemplaza w — t, y asi obtenemos X(t).

Propiedad de dualidad
Senal en tiempo Espectro
Transformada
de Fourier
—
X(jw)
Dualidad
Tiempo Frecuencia
e
A L m
< >
X(t) 27 x(—w)

Figura 102. Propiedad de Dualidad.
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Nota aclaratoria:

Cuando la sefial x(t} es par, no hay necesidad de realizar inversion en

el espectro al momento de sustituir ¢ — .

Ejemplo 42. Propiedad de dualidad de la sefial exponencial bilateral
Queremos identificar la sefial en el dominio del tiempo, cuyo espectro

es X(jw) = e~®lvl  Este espectro es simétrico respecto al origen, es decir, es

par.

Partimos de la pareja conocida:
2o

= pmaltl gy
x(t) = g~0lf X{jm]—{ﬂ!_l_m!]

Nos damos cuenta que nuestro espectro es una sefial exponencial
bilateral, pero esta en el dominio de la frecuencia, y no del tiempo. Entonces, se

hace necesario aplicar la propiedad de dualidad, para realizar “intercambio” de

senales.

Propiedad de dualidad

o 2
x(t):ealtl < F — e

Dualidad

X(t)=_2a ik 27t & e
PENRC =i

Figura 103. Ejemplo 42: propiedad de dualidad de la sefal
exponencial bilateral.
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Qué pasos realizamos:

e Escribimos en el dominio de la frecuencia la sefial exponencial bilateral,

multiplicando por 21T, es decir, nos queda como X (jew) = 2re~2ll,
e Posteriormente, realizamos el cambio de variable de w — t, llegando a

I{t] — 2a

a?+t?

e Dado que la pareja obtenida por dualidad produce X{jw) = 2re~%#l yel
espectro dado es =% se require un factor de escala % para ajustarlo.
Por lo tanto, la sefial en el dominio del tiempo cuyo espectro es X(jw) = e~

es:

1 2a
th = —— "
=(e) 2ros +t°

4.6.7. Relacion de Parseval

Nos sirve para calcular la energia total de una seinal a partir del dominio
del tiempo o del dominio de la frecuencia, por medio de la siguiente ecuacion:

[ x@Fa: = Em{;fwf

—o=

O su equivalente cuando el espectro se expresa en [rad/s], asi:

) L -
[ r@rae=— I_=|X(jm]|:dm

-
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QzDe doénde sale ese factor en la Relacion de Parseval
entre X(jf) y X(jw)?

Proviene del cambio de variable:

w=2xf = dw = 2m df

Cuando pasas de la versiénen f a w,

la integral "absorbe" ese 2, y aparece: 1

{Una idea clave para entender como se mide la frecuencia ™

B

en radianes por segundo!® + iias

Figura 104. Relacion de Parseval:

explicacion del factor de escala entre X(jf) y X{je).

4.7. Transformada de Fourier utilizando Python

Hasta ahora, hemos trabajado la Transformada de Fourier con sefiales
analiticas y ejemplos controlados. Sin embargo, una de sus aplicaciones mas
importantes en ingenieria aparece cuando analizamos sefiales reales, como la
voz. En este caso, la TF permite identificar como se distribuye la energia de la
sefial en funcion de la frecuencia, revelando componentes que no siempre son
evidentes al observar unicamente la forma de onda en el tiempo.

En una sefial de voz, el dominio del tiempo muestra cémo varia la
amplitud a lo largo del tiempo, mientras que el dominio de la frecuencia permite
observar qué componentes espectrales estan presentes. Esta representacion
es especialmente util para estudiar caracteristicas como el tono, la presencia de
armonicos y la concentracion de energia en ciertas bandas de frecuencia.
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En el caso de senales digitales, como las que se procesan en Python,
se trabaja con una version discreta de la sefial, por lo que en la practica se utiliza
la Transformada Discreta de Fourier (DFT), calculada eficientemente mediante
la Fast Fourier Transform (FFT).

Ejemplo 43. Analisis espectral seial de voz con ruido externo tipo tono

Vamos a suponer que tenemos una grabacion de una sefial de voz,
pero que tuvo una interferencia debido a la adicién (superposicién) de un tono.
Queremos conocer tanto el comportamiento en frecuencia del mensaje original,
asi como, identificar la posicién en frecuencia de ese tono. En otras palabras, en
el dominio del tiempo tuvimos que:

xnnl’sp{t] = x{ﬂ + n{tj

Donde x(t) es el mensaje de voz original, n(t) corresponde a una sefial

cosenoidal de frecuencia desconocida, y x,.:..(t) es la sefal resultante, en la
cual al escucharla notaremos un “pitido”.

Conociendo la propiedad de linealidad de la TF, sabemos que el

espectro de x, .. €S la suma lineal del espectro del mensaje de voz original y el
espectro de la sefal cosenoidal, el cual, como bien sabemos, es un “tono” en su
frecuencia fundamenta.

Inicialmente, cargamos el audio e incluimos un botdn de reproduccion
para poderlo escuchar dentro de Colaboratory.
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import librosa

from IPython.display import Audio, display

T ——
# 1. Cargar archivo de audio

A —

audio path = "audio.wav" # Cambia por el nombre o la ruta de tu archivo

%, fs = librosa.load{audio_path, sr=Hone)

print(“frecuencia de muestro del audio:", fs)

display(Audio(x, rate=fs))

Figura 105. Ejemplo 43: cdodigo en Phyton para el cargue y reproduccion del
audio.

Posteriormente, utilizando la libreria de numpy, calculamos la fft de

la sefal, seleccionamos solamente sus frecuencias positivas, calculamos su
magnitud, y graficamos.
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Calcular la FFT

len(x) # Nimero de muestras
np.ffr.fft(x) # Transformada de Fourier
np.fft.fftfreq(N, d=1/fs) # Vector de frecuencias

mask = £ >= 0
f pos = f[mask]
X _pos = X[mask]

figure(figsize=(18, 5))
.plot(f_pos, X _mag)
.xlabel("Frecuencia [Hz]")
.ylabel("Magnitud")
gitle(r"$ X {noise}(jf)|%")

.grid(True)
.show()

Figura 106. Ejemplo 43: cddigo en Phyton para el célculo
de la fft de una sefal de voz.
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Obteniendo:

Ixnor'se (}f) |

0.05

0.04 +

Magnitud
o
(=]
w
)

0.02

0.01

0.00

T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Frecuencia [Hz]

Figura 107. Ejemplo 43: espectro de la sefial de voz ruidosa.

A partir de la grafica del espectro obtenida, podemos apreciar que el
tono se ubica alrededor de los 2000 Hz, mientras que el espectro del mensaje de
voz original se concentra por debajo de los 800 Hz, aproximadamente.

En este punto, es natural preguntarse:

¢qué utilidad tiene esta representacion en frecuencia dentro de un
sistema de comunicaciones?

Los sistemas modernos incorporan en su receptor unidades de
preprocesamiento que permiten reducir el ruido presente en la sefal, como
ocurre aqui con el tono interferente. El disefio de filtros digitales para eliminar
este tipo de perturbaciones constituye uno de los pilares del Procesamiento
Digital de Senales.

Quiero que te quedes con algo mas que una grafica: la intuicién de que
toda sefal puede ser entendida... y también transformada. Lo que acabamos
de hacer (escuchar, analizar e identificar una interferencia) es solo el comienzo.
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En el proximo semestre daremos ese siguiente paso: disefiar sistemas
que modifiquen las sefiales de manera intencional, por ejemplo, eliminando ese
“pitido” que hoy identificamos. Ese camino lo recorreremos en Procesamiento
Digital de Sefales, apoyandonos en el libro de mi autoria titulado “Procesamiento
digital de sefiales utilizando Python” de la editorial Redipe.

Por ahora, cierra este capitulo con la satisfaccion de haber aprendido a
escuchar los datos... en este caso, literalmente.
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