ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

CAPITULO Il

Senal exponencial complejay
series de Fourier

El analisis en series de Fourier se enfoca en sefiales periddicas y
utiliza como base la sefal exponencial compleja. Para lo cual, en este capitulo,
repasaremos las sefiales exponenciales, y conoceremos cOmo expresar
sefales basicas (ej. senoidal, cuadrada periédica) en términos de la suma de
exponenciales complejas relacionadas arménicamente.

Al finalizar el capitulo, deberas estar en capacidad de:

1. Explicar por qué la Serie de Fourier (SF) utiliza la sefal exponencia
compleja, y no la sefial exponencial real.

2. Calcular la SF de sefiales senoidales o cosenoidales aplicando I3
ecuacion de Euler y el concepto de armodnica.

3. Escribir codigo en Python para dibujar sefiales senoidales o cosenoidales,
asi como sus coeficientes de la SF.

4. Explicar el fendbmeno de Gibbs.

5. Explicar las condiciones de Dirichlet y su relacion con la existencia de la
Serie de Fourier.

6. Calcular la SF de sefiales periddicas aplicando la ecuacién de andlisis|
y/o propiedades de la SF.

7. Escribir codigo en Python para calcular y dibujar la SF de la suma de
sefales senoidales o cosenoidales.
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3.1. SENAL EXPONENCIAL

La Serie de Fourier se basa en la sefal exponencial compleja; por esta
razon, iniciaremos este capitulo con un breve recordatorio de los diferentes tipos
de senales exponenciales.

3.1.1. Senal exponencial continua real

Esta sefal se define matematicamente como:
x(t) = 46" donde 4. & E
Por ejemplo, consideremos la sefial exponencial x(t} = 2e"=,

donde A=2,yma=1/2.

Este tipo de sefiales exponenciales puede ser creciente o decreciente,
dependiendo del valor de a. Si @ = 0, la sefial exponencial es decreciente;

mientras que, si o = 0, la sefal exponencial es creciente.

Sin embargo, en ambos casos, este tipo de sefales no es periddica, es

decir, no se cumple que x(t) = x(t + T.
A continuacion, estudiaremos a la sefal exponencial compleja.
3.1.2. Senal exponencial continua compleja

Esta sefial se representa de la siguiente forma:

x(£) = Ae’*® donde Ae R

Por simplicidad, y para facilitar el desarrollo matematico que veremos a

continuacion, asumiremos que A = 1 (sin pérdida de generalidad, ya que el valor
de A solo escala la sefial).
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A diferencia del caso anterior, este tipo de sefiales exponenciales si es
periddica, lo que significa que se repite con un periodo fundamental T, el cual se

obtiene a partir de la frecuencia angular fundamental ¢, asi:

2m
r=—
iy

El periodo fundamental, T, se expresa en unidades de segundos [s];
mientras que, la frecuencia angular fundamental s, en [rad /s].

Ahora, vamos a relacionar la sefial exponencial continua con la sefial
cosenoidal y senoidal. Para ello, utilizamos la férmula de Euler:

e/t = cos(w, t) + jsen(e,t)

Donde se obtiene que:

1 .
C'I'JS{@E, £ = 3 [glusl L a—jwpl]
Y!

1 . .
Sgﬂ.{ﬁdot] = — {an-':-r _ g—_ni.l:,f}

2j

De esta forma:

R{g_i'm,r}

cos {cuﬁ. t)

sen (e, t) = [{e/¥="}

Existen dos diferencias importantes entre la representacion de la sefial
cosenoidal y la sefal senoidal:

1. En el caso de la sefal cosenoidal las senales exponenciales se suman,;
mientras que en la sefal senoidal, se restan.

2. La amplitud de la senal cosenoidal es real; mientras que, en la senal
senoidal es puramente imaginaria.
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Ahora, vamos a revisar el siguiente concepto:

“Un conjunto de sefiales exponenciales complejas relacionadas
armoénicamente corresponde a exponenciales con frecuencias

fundamentales multiplos de c;”.
Conjunto, significa que se trata de varias sefales.
Seiales exponenciales complejas, corresponden a expresiones del

tipo g/@st,
Relacionadas arménicamente significa que sus frecuencias pueden

expresarse como kew,, donde k es un entero. En otras palabras, todas
las frecuencias presentes en la sefial son multiplos enteros de una
misma frecuencia fundamental.

Ejemplo 21: manipulacion de exponenciales complejas.
Supongamos que tenemos la siguiente sefial,
x{ﬂ — E?_i':r + E?_i':u
Entonces, aplicamos los siguientes pasos:
Identificar las frecuencias angulares de cada término:

wy =2, w. =3

Calculamos la frecuencia angular promedio:

Factorizamos el término g/®t:

x(f) = gi25t{g-i05t | ojo.5t)

Re-escribimos la expresion para identificar una sefial cosenoidal

84



ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

Nota aclaratoria: introducimos el factor 2/2 con el fin de
completar la forma necesaria para aplicar directamente la identidad del
coseno a partir de las exponenciales complejas.

x(F) = Fj:.stg{g—jn.st + E,jn.sr}
2

Por lo tanto:

x(t) = 2e/* % cos(0.5¢)

Para dibujar la magnitud de la sefial, observamos que

IFJ':.er =1,

Y, en consecuencia:

lx(e} = 2lcos(0.5¢)]
Ahora, vamos a utilizar el siguiente codigo en Python para graficar

l=(e).
Primero, graficamos la envolvente cosenoidal x(t)=cos(0.5t), asociada
a la senal original.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Definir el rango de tiempo
t = np.linspace(®, 8 * np.pi, 18e8)

# Calcular la sefial x(t)
X = np.cos(8.5 * 1)

# Graficar la sefial
plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.plot(t, x, label=r'$\cos(@.5t)%")
plt.xlabel{'t")

plt.ylabel( 'Amplitud")
plt.title('x(t) = cos{B.5t)}")
plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

Figura 64. Ejemplo 21: cddigo en Python sefial x(t) = cos (0.5t).
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Obteniendo la siguiente figura:

x(t) = cos(0.5t)

1.00 +

0.75

0.50 A

0.25 1

0.00 A

Amplitud

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 7

~1.00 4 — cos(0.5t)

0 5 10 15 20 25

Figura 65. Ejemplo 21: grafica de la senal x(t) = cos (0.5t).

Teniendo en cuenta que la frecuencia fundamental de esta sefal es
ey = 0.3 [rad /=], tenemos que el periodo, definido como T = 2r /{w, ) es igual
aT=21r/0.5=4m, y entonces, cada 4r (~12.36) segundos, tenemos un ciclo

de la sefial. En el caso del cédigo utilizado, al graficar de 0 a 8w, tenemos dos
ciclos de la sefial.

Ahora, vamos a graficar |x(t)] = 2|cos(0.5t)| con el siguiente codigo en
Python:
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# Calcular la magnitud de la sefial

» o=

2 * np.abs(np.cos(8.5 * t))

# Graficar la sefial

plt

plt
plt
plt
plt

figure(figsize=(8, 5))
plt.
Slabel('t")

ylabel( 'Amplitud’)

Jtitle( [x(t)| = 2|cos(B.5t) ")
Lgrid(True)

plt.
plt.

plot(t, x, label=r'$%cos({8.5t)%")

legend()
show{ )

Figura 66. Ejemplo 21: cdédigo en Python sefial |x(t)| = 2|cos(0.5t)|.

Y obtenemos:

|x(t)| = 2|cos(0.5t)]

2.00 A

1754

1.50 4

1.25 4

1.00 4

Amplitud

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.00 4

—— cos(0.5¢t)

T T T T T
5 10 15 20 25
t

Figura 67. Ejemplo 21: grafica de la seial |x(t)| = 2|cos(0.5t)].

Al comparar las dos figuras anteriores, nos damos cuenta que, el
periodo de la segunda senal es la mitad del periodo de la primera senal, debido
a que se obtuvo su valor absoluto, por lo que las amplitudes negativas ahora son

positivas.
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3.1.3. Forma general de la exponencial compleja
La forma general de una sefal exponencial continua compleja es:

x{ﬂ — Ag'r+_i'n.-n It
donde,
A e C r £ R, wyg ER
El término r determina si la sefal crece o decrece en en tiempo:

e Sir =0, lasenal es creciente.

e Sir = 0, lasenal es decreciente.

Sin embargo, en cualquiera de estos dos casos la sefial no es periddica,

debido a la presencia del factor exponencial real ™.

Por esta razén, cuando se utilizan exponenciales complejas para
representar sefales periddicas, se considera el caso particular en el que:

r=10
Lo que conduce a la forma:
x(t) = Agfent

que corresponde a la exponencial compleja periddica estudiada en la
seccion anterior.

Nota aclaratoria:

Por esta razon, la exponencial compleja &/ constituye la base|
natural para representar sefales periédicas, ya que es la Unica exponencial
cuya magnitud permanece constante y cuya fase evoluciona de forma periédica
en el tiempo.

3.1.4. Ejercicios propuestos

En los siguientes ejercicios se analiza la magnitud de sefales formadas
por la suma de exponenciales complejas. El propdsito es observar como las

88



ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

diferentes frecuencias angulares afectan la forma y el periodo de |x(t)| a partir de
su representacion grafica.

Grafique |x(t}| de las siguientes sefales:
g xlt) = /470 4 gl®WT
o xlt) = f*™ 4 glont
3. x(t) = oF*™ 4 glimt

4. x(t) = glamt + g 16Tt
3.2.  SERIES DE FOURIER DE SENALES SENOIDALES

Antes de introducir formalmente la ecuacion de la Serie de Fourier,
analizaremos de manera intuitiva como una senal periddica puede representarse
como la suma de senos y cosenos, o de forma equivalente, como la suma de
exponenciales complejas. A partir de ejemplos sencillos, se identificara qué
frecuencias estan presentes en la sefial y como cada una contribuye a su forma,
utilizando la formula de Euler como herramienta de apoyo.

Ejemplo 22: Series de Fourier de una senal senoidal: enfoque
intuitivo con arménicas consecutivas.

Sea x(t) = 1 + senl4nwt) + 2 cos(4mwt) + cos ':;BJTE + Il Encontrar los

a;, y dibujar lag|.

1. Determinar la frecuencia fundamental e identificar cuales armodnicas
estan presentes, y si existe o no el coeficiente ay:

M.C.D. (4. 4m. 8m) = 4w

Donde M.C.D. representa el Maximo Comun Divisor.

Entonces, la frecuencia fundamental es wy =4 y se tendria la
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primera (a;.a_,) Yy segunda armonica (a.. z_-). Adicionalmente, como existe

un nivel de D.C. también se tiene a,.

Nota aclaratoria:
La frecuencia fundamental corresponde al maximo comun divisorn
de las frecuencias presentes en la sefial, ya que todas las componentes|
deben poder expresarse como multiplos enteros de dicha frecuencia.

2. Aplicar Euler:
Recordando que cos{wyt) == {e/“® 4 ¢=/“ T}y que

1 : : .
senlwyt) = —{e/“0 — ¢=/“0T} entonces se tiene que:

1 - , , 1 (emes ilgmt+Z1)
+(f) = 1+;{EJ4.-:t _ giAmt) 4 foldmt o o—pimt) +;{g..8..r 3/ 4 g lBmt+g .’
i 2 ‘
Resolviendo, se llega a:
glimt  g—jdmt gl Bt ?";E g Bt | g—.-‘;z
— 4wt —jdmt
() =1+ THRET + e e —— + 5
Ahora, se agrupan por exponenciales, y se obtiene que:
1 17
() = 1 4 gitet {1 + l} + gjdmt {1 B l}_l_ glemt = gt e
2j 2j 2 2
3. ldentificar los coeficientes de la SF:
Recordando que de forma general x(t}) = Yi= _a.e/“f y que

en nuestro caso solamente existe a,. o,.a_,. 0., a_-, entonces la sefial es de
la forma (haciendo w, = 4m):
x(t) = ag + a, @ L a_ eV L,/ L q_ e IE
Y al comparar término a término con lo obtenido en el paso 2,

entonces:
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ay =1

L L+2_ a_, = L_z__,f
/3 e~ l3

=7 @z =3

4. Encontrar la magnitud de los coeficientes de la SF:

lagl =11l =1

1 J 3 44
la,| = la_,| = |1+2_;| = |1 _E| =12+ 052 =1118

.
T

_ |W\3|.r§:'+.i'39“ rf:‘ I [ _—.[;._—.| _ WBTOTE 40 ?n.'-:_o 5
= = = .

5. Dibujar la magnitud de los coeficientes de la SF:

|a|

1.118 1.118
1.0

|ﬂ:|=|ﬂ_:|= -

0.5 0.5

k

-2 -1 0 1

Figura 68. Magnitud de los coeficientes de la SF, ejemplo 22.
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Cada valor de la;| representa la magnitud de una armoénica (en este
caso armonica 1, arménica 2 y nivel de d.c.) de la sefal.

Ejemplo 23: Series de Fourier de una senal senoidal: enfoque

intuitivo con armonicas no consecutivas.
(7t} + 3cos (3=t + —|. Encontrar los a; y dibujar

Sea x(t} = 1 + 2sen(nt) — cos

Iﬂ-;{l-
1.
Determinar la frecuencia fundamental e identificar cuales armoénicas

1.
estan presentes, y si existe o no el coeficiente ay:

M.CD (. m. 3m) ==

Donde M.C.D. representa el Maximo Comun Divisor.
Entonces, la frecuencia fundamental es w; =m y se tendria la

primera (a;,a_,) Yy tercera armonica (a5, a_5). Adicionalmente, como existe

un nivel de D.C. también se tiene a.

2. Aplicar Euler:
Recordando que cos(uwyt) == {ef®f 4 g=jwnt}

1 i —i .
-; [e/0F — g=J0T}, entonces se tiene que:

3wt +5 —jl3mt+5
“ - A 4
]

yquesm(mnt]
1 1 )
x(t) =1+ (™ —e""r:—i{e‘m+ s'—"'"}+;{er

g™ goimt pimt —pmt 39.‘3:r . 9_-‘? 3'_._,—_.‘3:“_ E,—_-‘?
— + 7

th=14+—- -
x(f) +_j i 3 3

Resolviendo, se llega a:
N 2
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Ahora, se agrupan por exponenciales, y se obtiene que:

1 1 1 . (3d7) . (3e7'2
- el - = Jjamt - jamt
j}” { 2 j}“’ { 2 }J”" { 2 ]

. 1
x(g) =14 &i™ {_E+

3. ldentificar los coeficientes de la SF:
+ o ﬂ,kgﬁ‘“nf, y que

==

Recordando que de forma general x(t) =

en nuestro caso solamente existe ay, a,.a_,, a5, a_g, entonces la sefial es de

la forma (haciendo w, = =):
x(t) =ag + a @™ + a_je ™ 4+ aze?™ £ a_je 7T

Y al comparar término a término con lo obtenido en el paso 2,

entonces:
a, =1
1 1 1 1
ﬂL:—E-l-I ﬂ_l:—E—;
3¢/ 3e72
g = a_z =

[ =]

4. Encontrar la magnitud de los coeficientes de la SF:

lagl =11l =1
1 1 1 — -
layl =la_;l = |_E+;_'| = |—E—;| =,/0.5%2 +12 = 1.118
c\-li: m:\sllr% +_1'san|.r§ ; JR+ 2
|ﬂg|=|ﬂ_g|=|3-2_ =| _}I.. _} :|3¥|=3 I}--+L=1'5
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5. Dibujar la magnitud de los coeficientes de la SF:

1.5 |ak| L5

1.118 1118
1.0

k

-3-2-1 0 1 2 3
Figura 69. Magnitud de los coeficientes de la SF, Ejemplo 23.

Cada valor de la;| representa la magnitud de una armoénica (en este
caso armonica 1, arménica 3 y nivel de d.c.) de la sefial.

Nota aclaratoria:
Tener en cuenta que en este ejercicio no existe la segunda armonica,

dado que ninguna de las sefiales seno o coseno tienen frecuencia Zeuy.

3.3. SERIES DE FOURIER DE SENALES PERIODICAS

A continuacion, se presentan dos ecuaciones que nos permitiran, por
una parte, representar una sefal periddica en términos de los coeficientes de
la SF (SF); y, por otra parte, encontrar los coeficientes de la SF de una sefal
periodica en tiempo continuo.

Partimos de la ecuacion de sintesis, la cual se presenta a continuacion:

- - i
. (2R
x(t) = Z ape/Fent = Z n;_.er'“l'r’!"r

k=—== k=—==

donde cada término a; representa una componente armonica de la

sefial, ubicada en multiplos de la frecuencia fundamental ¢, .
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Con esta ecuacion, representamos una sefial periddica a partir de la
suma de exponenciales complejas relacionadas arménicamente. Es importante
tener en cuenta que todas las exponenciales tienen como frecuencia un multiplo
entero (denominado k) de la frecuencia fundamental de la sefial. Cuando la
senal es real, las armonicas aparecen en pares conjugados; es decir, si existe k,
también existe —k. Esta propiedad garantiza que la sefial resultante en el dominio
del tiempo sea real.

Por otra parte, tenemos la ecuacion de analisis que nos permite
encontrar los coeficientes de la SF de una sefal periddica en tiempo continuo,
asi

T a T

17 o 17 o (2
Ok =?J‘D x(t)e/Fent gt = ?J‘D e (@®e~FT) g
Los coeficientes de Fourier equivalen a la porcion de la sefal

representada por cada frecuencia. El coeficiente a, corresponde al nivel de d.c.
de la sefial.

Ejemplo 24. Serie de Fourier de una sefal cuadrada periédica
A continuacién, vamos a aplicar la ecuacién de analisis para encontrar

los SF de una sefial periddica que no es de tipo senoidal. Especificamente, para
la senal “cuadrada periddica”, la cual la definimos asi:

x()

oy ey
“T/2 T/2

Figura 70. Sefial cuadrada periddica.
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Asumimos que la amplitud de la sefal es 1, es decir que,
1 =T
x(t) = ]

T
0 T, <l =3

Esta definicion corresponde a un periodo fundamental de la sefial.

Para el coeficiente a,, hacemos k = 0 en la ecuacion de analisis, y
tenemos que:

1(T 2«7,
a==| ar=""
-

Para los demas valores de k, tenemos que:

1 J‘T' st g 1
. = — —JRwpl dg =
oy T ; e

-
e Ty

—_.r.l:..lnt|

e -7,

JheagT

2 [effnTt —g=/® 1] 2 s sen(kaw,T,) sen(ko,T,)
% T kT 2 = kwT | kem

Esta expresidon muestra que la envolvente de los coeficientes tiene
forma tipo sinc (a medida que k se hace mas grande, el coeficiente se hace mas

pequefo).

Vamos a continuacion a graficar los coeficientes de la SF de una sefial
cuadrada, con los siguientes valores:

1. Amplitud de la sefial = 1
o T, =001,T=10+T,

3. Elrango de la gréfica va desde k = —15 hasta k = 13.
Utilizaremos el siguiente cédigo en Python:
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
num=2&

coef = np.arange(-num,numl)

a = np.zeros((len(coef),1)})

T1=8.81

T = 18*T1

wa=2*np.pi/T

ae=2*TL/T

print{"el valor de D.C. de la sefial, es:", a@)

count=8
for k in range(-num,num+l):
if k==08:
a[count]=a@
glse:
al[count]=np.sin{k*w8*T1)/(k*np.pi)
count=count+1

plt.rcParams["figure.figsize"] = (8,4)
plt.stem(coef, a)

Figura 71. Ejemplo 24: cédigo en Python para calcular la SF de una sefial
cuadrada periddica.

Del codigo anterior, vemos que:

e La variable “coef’ corresponde a valores enteros en el rango [-20 20],
creada a partir de la instruccién np.arange, con incremento (por defecto)
de 1. Esta variable corresponde a “k” de la ecuacién de analisis.

e Lavariable “a@” corresponde a los coeficientes de la SF. Se crea con np.
zeros, de la misma longitud que “coef”. Posteriormente, con el ciclo for,
a medida que se obtienen los coeficientes, se reemplaza el cero por el

valor correspondiente.
e La frecuencia fundamental w, la obtenemos a partir del periodo de la

sefial, T, con la ecuacién w, = 2 /T.
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e El nivel de d.c. de la sefial, es decir, el coeficiente a, se calcula con la

ecuacion a, = 2T, /T; mientras que, para los demas valores de k, se
utiliza la ecuacion sinc que obtuvimos previamente.

Con este codigo obtenemos la siguiente grafica:

0.20 1 ®
L B

0.15 ~ L ’

0.10 A

N M1 41 S
llll e

—0.05 1

T T
—20 -15 -10 =5 0 5 10 15 20

Figura 72. Ejemplo 24: gréfica de los coeficientes de la SF de una sefal

cuadrada periédica paraT, = 0.01, T = 10=T,, k = [-20 20l

Para este ejercicio el nivel de d.c. de la sefal es 0.2, dado que

2T, /T = 2T, /(10T,) = 0.2. Adicionalmente, apreciamos que la “envolvente” de
los coeficientes de la SF es de tipo sinc; a medida que se aleja de k=0, los
coeficientes de la SF disminuyen en amplitud.

Vamos ahora a graficar los coeficientes de la SF, pero de la sefial

cuadrada periédicacon T, = 0.0Ly T = 20 = T,.
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Y obtenemos:

0.10 oPe
0.08 1
0.06

0.04 7

000 ] ‘HH““ L“H“ls

T
—-20 -15 -10 =5 0 5 10 15 20

Figura 73. Ejemplo 24: gréfica de los coeficientes de la SF de una sefial

cuadrada periodica para T, = 0.01, T =20« T,, k= [-20 20l

En este caso, el nivel de d.c. de la sefial es 2T, /T = 2T, /(20T ) = 0.1
. Adicionalmente, podemos observar que, la cantidad de “cruces por cero” ha

disminuido. El primer cruce por cero lo obtenemos en el coeficiente & = 10 (y su

contraparte) y el segundo cruce por cero en k = 20 (y su contraparte).

Nota aclaratoria:
De forma general, los cruces por cero de los coeficientes de la SF se

presentan cuando se cumple la condicion kw, T, = nm, lo que implica que dichos
cruces dependen directamente de la relacion entre el periodo de la sefal Ty el

ancho del pulso T, . En este caso, como T = MT, con M = 20, los cruces por cero

aparecen cada M ;2 coeficientes.
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Pero, ¢qué ocurre si M es un valor impar? Vamos a ver su

comportamiento con un ejemplo.

T=9T1 |

Obtenemos la siguiente grafica de coeficientes de la SF:

0.20 7
0.15 A
0.10 A
0.05 ~

" SIS

—0.05 ~

Figura 74. Coeficientes de la SF de la sefial cuadrada periddica,
T,=001,T=09+T,k=[-20 20l
El primer cruce por cero deberia ocurrir en k= 4.5. Sin embargo,

recordemos que el indice armoénico k solo puede tomar valores enteros. Por
lo tanto, el cruce por cero no aparece exactamente en un coeficiente, sino
que se observa como un cambio de signo entre coeficientes consecutivos,

especificamente entre el coeficiente a, (positivo) y el coeficiente a5 (negativo).

El segundo cruce por cero deberia ocurrir en & = 9. Como este valor si

es entero, se obtiene directamente que a;=0.

Entonces, siguiendo la misma explicacion anterior, ;qué esperamos
que ocurra si M = 3?7 El primer cambio de polaridad se presenta entre el

coeficiente a. (coeficiente positivo) y a; (coeficiente negativo). Y el primer cruce
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por cero lo tendremos en a.
Hacemos en el cédigo:

| T=571
0:0_ ,‘..9,“.1',*‘1'1',11[ [ll,Tru,h“,o.“,

Figura 75. Coeficientes de la SF de la sefal cuadrada periddica, T, = 0.01,

T=5+T,k=[-20 20l
El resultado obtenido coincide con lo esperado. El nivel de d.c es de
2T, /T =21, /(5T ) = 0.4.
Ejemplo 25. Serie de Fourier de un tren de impulsos

Una de las senales mas importantes en el analisis de sefiales y en
sistemas de comunicaciones es el tren de impulsos. Aunque a primera vista
puede parecer una construccién abstracta, esta sefial permite modelar procesos
fundamentales como el muestreo de sefales continuas.

El tren de impulsos se define como:
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Donde T corresponde al periodo de la sefial, es decir, al espaciamiento
entre impulsos consecutivos. Todos los impulsos estan separados entre si por el
mismo valor, que corresponde a T.

Los coeficientes de la SF de esta senal son:

nk==? — oo e koo

Es decir, el nuimero de coeficientes de la SF es infinito, definido para
todos los valores de k.

Vamos a utilizar el siguientec 6digo en Python para dibujar una porcién
del tren de impulsos

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros

T =18

n = np.arange(-5, 6) # 11 impulsos: desde -5T hasta 5T
timp=n*T # posiciones de los impulsos

# Grafica

plt.figure()
plt.stem(t_imp, np.ones like(t imp))

plt.title( 'Tren de impulsos (T = 18)")
plt.xlabel("'t")
plt.ylabel( "Amplitud"')
plt.grid()
plt.show()
Figura 76. Cadigo en Python Ejemplo 25. Sefal tren de impulsos, para T=10.
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Obteniendo la siguiente sefal

Tren de impulsos (T = 10)

104 ® L 2 L L 4 L 2 L 2 L L 4 L 2 L 2 L 4

0.8 1

0.6

Amplitud

0.2 1

0.0 1

T T
—40 —-20 0 20 40

Figura 77. Sefial tren de impulsos desde -5T hasta 5T, para T=10 [s].

Posteriormente, escribimos el cédigo en Python para graficar una
porcion delos coeficientes de la SF, desde k=-5 hasta k=5, asi:
# Valores de k
k = np.arange(-5, 6)

# Coeficientes ak
ak = (1/T) * np.ones_like(k)

# Grafica
plt.figure()
plt.stem(k, ak)

plt.title( Coeficientes de la SF del tren de impulsos, con T=18")
plt.xlabel( k")
plt.ylabel(|a_k|")
plt.grid()
plt.show()
Figura 78. Cadigo en Python Ejemplo 25. Coeficientes de la SF de la sefial tren
de impulsos, para T=10.
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Y obtenemos la siguiente grafica:

Coeficientes de la SF del tren de impulsos, con T=10

0101 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ & ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0.08 -
0.06 -
=
o
0.04 -
0.02 -
0.00 -
T T T T T
-4 -2 0 2 4
k

Figura 79. Coeficientes de la SF de la sefal tren de impulsos, para T=10 [s].

Cada valor de a;, representa la amplitud de una armonica (en este caso
infinitas) de la senal.

3.4. FENOMENO DE GIBBS

El fendmeno de Gibbs aparece en sefiales que presentan
discontinuidades, como la senal cuadrada periddica, y se manifiesta cuando la
sefial se reconstruye utilizando un numero finito de coeficientes de la SF. En
este caso, aparecen oscilaciones o “rizos” alrededor de las regiones donde
se presentan las discontinuidades. La amplitud de estas oscilaciones es
aproximadamente del 9 % del salto en la discontinuidad, independientemente
del nimero de términos utilizados en la reconstruccion.
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Por ejemplo, para una sefal cuadrada de amplitud 1, los rizos alcanzan
valores cercanos a 0.09. Este fendmeno ocurre independientemente del nimero
de términos de la Serie de Fourier utilizados en la reconstruccion de la sefial x(t).

Ejemplo 26. Fenémeno de Gibbs sefial cuadrada

Para ilustrar este fendbmeno, vamos a reconstruir una sefial cuadrada
periddica con un numero finito de parejas de coeficientes (5, 10, 50) incluido el

nivel de d.c de la senal, utilizando el siguiente codigo en Python:

import numpy as np
import matplotlib.pyplet as plt

# Parametros de la sefial

T=1 # Periodo

TL =T/ 4 # ancho del pulso

we =2 *np.pi /T # Frecuencia fundamental

# Eje de tiempo
t = np.linspace(-T, T, 2888)

# sefial cuadrada ideal
¥ = np.where{np.abs({t) < 71, 1, &)

# Funcién para reconstruccidn con N armdnicas
def fourier_reconstruction{t, N}:
¥_rec = np.zeros_like(t, dtype=float)

# Coeflciente DC
a8 =2 *T1 /T
X_rec += a@

# Armonicas

for k in range{l, N + 1):
ak = np.sin{k * w@& * T1} / (k * np.pi)
¥_rec += 2 * gk * np.cos(k * w@ * t)

return x_rec

# Nimero de armonicas a usar
N_values = [5, 18, 5@]

¢ Grafica
plt.figure{figsize=({9, 5)}
plt.plot(t, x, "k', linewidth=2, label-='sefial cuadrada ideal')

for N in N_values:
plt.plot(t, fourier_recenstructiceni(t, W},
label=Ff'Reconstruccidn con N = {N}")

plt.xlabel{"t")

plt.ylabel{ " Amplitud"}

plt.title("Fendmeno de Gibbs en la reconstruccidn de unaz sefial cuadrada')
plt.legend{}

plt.grid{True)

plt.show(}

Figura 80. Codigo en Python del Ejemplo 25, T, = T /4.
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Obteniendo las siguientes senales reconstruidas:

Fenémeno de Gibbs en la reconstruccién de una sefial cuadrada

1.0
0.8 1 |
- 0.6 — Sefial cuadrada ideal
2 —— Reconstruccion con N =5
=3 —— Reconstruccién con N = 10
g 0.4 —— Reconstruccion con N = 50
0.2
0.0

T T T T T T T T T
—1.00 —-0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t

Figura 81. Fendmeno de Gibbs en la reconstruccién de una sefal cuadrada

periddica: (azul) =3 = k = 3, (naranja) —10 = k = 10, verde (-30 = k = 30),
(negra) ideal.

En la figura anterior se observa el fendmeno de Gibbs al reconstruir
una sefal cuadrada periédica utilizando un numero finito de coeficientes de la
SF.

A medida que aumenta el numero de armonicas, la reconstruccion
mejora significativamente en las regiones continuas. No obstante, en las
proximidades de las discontinuidades persisten oscilaciones cuya amplitud no
tiende a cero, sino que converge a un valor constante cercano al 9 % del salto
de la sefal. Aunque el ancho de la regién donde aparecen los rizos se reduce al
aumentar el numero de arménicas, su amplitud maxima no desaparece.

Este fendbmeno ocurre incluso si se aumenta indefinidamente el
numero de arménicas utilizadas en la reconstruccioén, lo cual constituye una
de las caracteristicas mas distintivas del fenomeno de Gibbs.
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Nota de énfasis:

Este fendmeno no desaparece al aumentar el nimero de armonicas,
sino que se hace mas localizado alrededor de la discontinuidad

3.5. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE LA SERIE
DE FOURIER

Aunque una amplia variedad de sefales periddicas admite
representacion en Serie de Fourier, no todas admiten esta representacién en el
sentido clasico.

De manera general, una condicidon suficiente para que una sefial
periddica tenga representacion en Serie de Fourier es que sea cuadraticamente
integrable en un periodo, es decir:

['lxr:mfdt.-,: o
D

Apartir de esta condicién general, se derivan un conjunto de condiciones
mas especificas, conocidas como las Condiciones de Dirichlet, las cuales
garantizan la existencia de la Serie de Fourier en el sentido clasico.

e Condicion 1: x(t) debe ser absolutamente integrable sobre cualquier
periodo.
Es decir:

J‘- |x(t}dt = o
0

Si se cumple con esta condicion, se tendra que |a; | < o=.
Como ejemplo, una sefial que NO cumple con esta condicién es

x(t) = f periddica con periodo T. Dado que en +=0,T,2T,...ce tendra
discontinuidades, generando que el area bajo la curva no sea finita.
e Condicion 2: en cualquier rango finito de tiempo, la cantidad de maximos

y minimos de x(t) debe ser finita.
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Como ejemplo, una sefial que NO cumple con esta condicion es una

sefal del tipo x(t) = sen (f) definida en un intervalo finito, ya que presenta
un numero infinito de oscilaciones en un intervalo acotado de tiempo.
e Condicién 3: en cualquier rango finito de tiempo, la cantidad de
discontinuidades debe ser finita.
Como ejemplo, una sefial que NO cumple con esta condicién es
una sefal que divide su amplitud a la mitad, en la mitad del tiempo restante,

y esto lo repite desde + = 0 hasta ¢ = T, periddica con periodo igual a T.
Nota aclaratoria:

Lacondicién cuadratica garantiza convergencia en el sentido de energia,
mientras que las condiciones de Dirichlet permiten asegurar convergencia
untual en los puntos de continuidad de la senal.

3.6. PROPIEDADES DE LA SF
A continuacion, se presentan las propiedades de la SF.

3.6.1. Linealidad:
Sea x,(t), x.(t}, sefiales periddicas con coeficientes de la SF:
x,(t) ol a0

5F
x,(t) = by
Si estas sefiales se suman, y a su vez cada una esta multiplicada en
amplitud por un escalar Ay B, de la forma:

x5(8) = Ax,(£) + Bx,(t)

Entonces, los coeficientes de la SF de la nueva sefial se calculan de
acuerdo con:

x5(t) = Aay, + Bby

Nota: para poder identificar correctamente los arménicos de la sefal

x4(t) es necesario determiner la frecuencia fundamental de la sefial, a través de
la operacion de MCD (maximo comun divisor) entre las frecuencias de cada uno
de sus términos.
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3.6.2. Desplazamiento en el dominio del tiempo
Sea x,(t) una sefial periddica con coeficientes de la SF:

a0, () = a5
Si esta senal se desplaza en el tiempo,
x.(t) = x, (t — &)
Entonces, los coeficientes de la SF de la nueva sefal se obtienen

como:

5F
x.(t) = a, e/t

Es decir, la magnitud de los coeficientes originales no se afecta,
solamente su fase.

3.6.3. Inversion en el dominio del tiempo
Sea x,(t) una sefial periodica con coeficientes de la SF:

SF
x,(8) = o

Si esta sefal se invierte en el tiempo:
I:{t] = x]_{_t:]
Entonces, los coeficientes de la SF de la nueva senal se obtienen

como:

5F

x:{t] —d_p
Es decir, al invertir una sefial, también se invierten sus coeficientes de
la SF.
De esta propiedad se tiene que:
Si x(t) es par, entonces sus coeficientes son también par.
Si x(t) es impar, entonces sus coeficientes son también impar.

3.6.4. Multiplicacion en el dominio del tiempo

Sea x,(t) y x,(t) sefiales periddicas con coeficientes de la SF:
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5F
xl{t] — g

x4 (t) gl by
Si estas sefales se multiplican, asi:
x5t} = x, (). x,(£)
Entonces, los coeficientes de la SF de la nueva sefal se obtienen

como:

:r:g':t] .—ri‘ﬂ;_- @ IJ;_-

Donde & es el operador de convolucion. Es decir, se realiza la
convolucién continua entre los espectros de ambas senales.

Relacion de Parseval
Nos sirve para calcular la potencia promedio de la sefial, tanto en el
dominio del tiempo, como a partir de sus coeficientes de la SF, por medio de la

siguiente ecuacion:
J_ ) == )
?J; lx(£)*dt = Z |, IF

E=—==

En muchas ocasiones es mas sencillo aplicar la parte derecho de la
ecuacion que realizar la integral del cuadrado de la seial (ej. si x(t) es una sefal
cosenoidal), por lo que la relacién de Parseval es de gran utilidad.

3.7. EJEMPLOS DE SF DE SENALES PERIODICAS

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de aplicacion de la
Serie de Fourier y sus propiedades.

Ejemplo 27. Reconstruir la seial x(t) a partir de los coeficientes
de la SF

Escriba la sefial x(t) en términos de sefales senoidales o cosenoidales,

sabiendo que w, = 200w [%d] y los coeficientes de la SF son:

HDZE ﬂlzg H_L=2 ﬂg:j ﬂ_g:_j
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Solucién:
Nuestra sefial x(t} tendra un nivel de d.c de 5, la primera armdnica
correspondiente a una sefial cosenoidal (dado que a, y a_, son enteros), y la

tercera armonica correspondiente a una sefial senoidal (dado que a; y a_; son
estrictamente imaginarios).

Aplicando la ecuacion de sintesis, tenemos que:
x(f) = 5 + 2{giwnt 4 g-.i'mnf}.|_j{gj'9mnf — g3t}
O de forma equivalente,
.‘h":t] =5 + z{g.i-ﬁ-'nf + g—_i'ﬁ-'nf} _ ]-.-"I_.l: {g_i'!n.lnl.‘ _ g—_i'!n.lnt}
Ahora, teniendo en cuenta la férmula de Euler, podemos re-escribir la
sefal x(t) como:

x(t) = 5+ 4ecoslawyt) — 2sen(Bayt)

Y reemplazando el valor de wy,

x(t) = 5+ 4cos(200mwe) — 2sen(600mt)
Ejemplo 28. Reconstruir la senal x(t) a partir de los coeficientes de
la SF (s6lo nos proporcionan los valores de k positivos)

Se tiene una sefal x(t) real y periodica con que wy = 100 [%d] Esta

sefial contiene un nivel de d.c., la primeray la cuarta armonica, cuyos coeficientes
de la SF, son:

oy = 2 a; =3 ay = 2
Encuentre x(t) expresada de la forma x{t} = A + Beos(eaw, +) + Csen (4w, t)

Solucion:

Aunque no nos proporcionaron el valor de a_, , ni el de a_,, a partir
de la formula de Euler sabemos que si un coeficiente es estrictamente entero,
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su pareja sera también entero de la misma magnitude y signo; mientras que, si
un coeficiente es estrictamente imaginario, su pareja también sera imaginario
(misma magnitud), pero de signo contrario. Es decir, para este ejercicio tenemos

quea_; =3, ya_, = —2j

Entonces, aplicando la ecuacién de sintesis, tenemos que:
xfl =2+ E{E.l,_i'mnr + g—_i':..-nr}_i_ zj{g_i':ln.-nr — g% r
O de forma equivalente,

x(t) = 2 4 5{efent L gmient} _ 2/ [gi%@nl _ g—j3t}

Ahora, teniendo en cuenta la féormula de Euler, podemos re-escribir la

sefal x(t) como:

x(t) = 2 + 10cos(wyt) — 4sen{da,t)

. rad
Reemplazando el valor de la frecuencia fundamental w, = 100 T]

, obtenemos finalmente

x(t) = 2 + 10cos(100wt) — 4sen (400wt)

Ejemplo 29. Calculo de los coeficientes de la SF de una
sefial periédica formada por componentes senoidales arménicamente
relacionados.

Dibuje la sefial en el dominio del tiempo, calcule y grafique la magnitud
de los coeficientes de la SF de la sefal,

x(t) = 2sen (g t) + cos (g t) + sen(2wt)

A diferencia de los dos primeros ejercicios, en este caso tenemos la
sefial en el dominio del tiempo, y debemos encontrar sus coeficientes de la SF.

Lo primero que debemos hacer es encontrar el M.C.D. (maximo comun
divisor) de las frecuencias de los tres términos de x(t), es decir:

M.C.D (m/2. /2. 2m) =m/2
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Es decir, tenemos que w, = n/2, entonces tenemos dos términos de
aportan a la primera armonica, y un término que aporta a la cuarta armoénica

(dado que 2= /0.5m=4).

Al aplicar Euler, tenemos que:

ﬂj_ :U|5 __J
a_y =034+j
a, = —j/2
ay = j/2

Como siguiente paso, vamos a calcular la magnitude de los coeficientes
obtenidos, y nos queda asi

la,| = la_,| =052 +1=+1.25 = 1.118

—_—

layl =la_,| =4/0.52 =025 =05

Para el cédigo en Python, primero vamos a re-escribir la sefial x(t) en
términos de la frecuencia fundamental (f ), asi:

x(t) =A+sinlk, + 2w+ f+t) + Bscoslk, +2m s f, = t) + Cosinhy = 2m = f, = £)

Donde A, B y C son amplitudes de las sefales senoidales o

cosenoidales; mientras que k,.k..k; corresponden al valor de la arménica de
esa sefnal senoidal o cosenoidal.

Quedando para este ejemplo, asi:

x(t) =2ssin(ls2ms f+t) +1lscos(ls2ms f+t) + Lasin(d=2m=f = ¢t

Ahora, vamos a utilizar el siguiente cédigo en Python:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros de la sefial

fo = 1/4 # frecuencia fundamental de la sefial [Hz]

fs = 48 * fo # frecuencia de muestrec (cumple Mygquist)
ciclos = 1 # cantidad de ciclos a visualizar

stop = ciclos / fo # tiempo final

ns = inti{stop * fs) # ndmero de muestras

# Vector de tiempo (alineado exactamente con la fs)
t = np.arange(8, stop, 1/fs)

# Definicidn de la sefial
X = 2*np.sin(2*np.pi*fo*t) + np.cos(2*np.pi*fo*t) + np.sin(4*2*np.pi*fo*t)

# Configuracidn de la figura
plt.rcParams["figure.figsize"] = (8,4)

# Grafica

plt.plotit, x, label="Sefal continua")

plt.plot(t, x, 'ko', label="Muestras')

plt.xlabel( 'Tiempo (s)")

plt.ylabel('$x(t)%")

plt.title(r'sefial $x(t)=2\sin(2\pi ¥ @ t)+\cos(2\pi ¥ @ t)+\sin(3'\pi f & ©)%")
plt.grid(True)

plt.legend()
plt.show()

Figura 82. Cédigo en Python Ejemplo 28, sefal

x(8) = 2sinCrf,t) + cos2rf,t) + sin(Bu ft).

Del coédigo anterior, lo primero que se definio fue la frecuencia

fundamental de la senal, expresada en Hertz, que corresponde a f, = 0.23 Hz,

dado que la frecuencia angular fundamental es wy =
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Como segundo parametro, definimos la frecuencia de muestreo de la
sefial. De acuerdo con el criterio de Nyquist, esta debe ser al menos el doble
de la frecuencia maxima presente en la sefial. En este ejercicio, la maxima

armonica es la cuarta, por lo que fn:, =4f =4(0.23) = 1 [Hz]. Como hemos

definido £, =40f, = 40(0.25) = 10 [Hz], se cumple ampliamente con el criterio
de Nyquist.

Como tercer parametro se define la cantidad de ciclos de la sefal a
visualizar, que en este caso se ha fijado en un solo ciclo.

El tiempo final de visualizacion (stop) se calcula a partir del nimero
de ciclos y de la frecuencia fundamental de la sefial. Posteriormente, el nUmero
de muestras se obtiene multiplicando el tiempo total de visualizacién por la
frecuencia de muestreo.

A continuacién, se construyen dos vectores: el primero corresponde

al vector de tiempo de la sefial y el segundo a los valores de amplitud de x(t)
. El vector de tiempo se genera utilizando la instruccion np.arange, la cual crea

muestras separadas exactamente por el periodo de muestreo 1/ f;. Finalmente,
la sefial se calcula utilizando las funciones np.sin y np.cos, y se grafica con la
funcion plt.plot.

Sefal x(t) = 2sin{2nfyt) + cos(2nfyt) + sin(8nf,t)

—— Sefal continua
® Muestras

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4,
Tiempo (s}

Figura 83. Grafica del Ejemplo 28, sefial x(t) = 2sin(Z¢) + cos (S t) + sin(2nt)

115



AUTOR: DORA MARIA BALLESTEROS

A continuacion, vamos a utilizar el siguiente cédigo, para graficar la magnitud
de los coeficientes de la SF:

from scipy.ft import fft, fftfreqg
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# nlOmero de muestras
n = len{x)

# Serie de Fourier
ak = fft(x) /' n
k = fftfreg(n, 1/fs)

# posiciones armdnicas
k=k/ fo

# Configurar la visualizacion
plt.stem(k, np.abs(ak))
plt.xlim(-5, &)

plt.ylim{g, 2}

plt.xlabel( k")

plt.ylabel(r'$|a k|$")
plt.title( 'Magnitud de los coeficientes de la Serie de Fourier')

plt.grid(True)
plt.show(}

Figura 84. Cédigo en Python Ejemplo 28, coeficientes de la SF.

Lo primero que hacemos es calcular la longitud de la sefial (es decir,
la cantidad de muestras de la sefial x{t} en el dominio del tiempo) y asignarla al
parametro n. Posteriormente, calculamos la transformada rapida de Fourier de la

sefial con la funcion fft, y normalizamos el resultado dividiendo entre n.
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Como siguiente paso, utilizamos la funcion fftfreq para encontrar las
frecuencias asociadas a cada coeficiente obtenido. Dado que la Serie de Fourier

se expresa en términos del indice armonico &, dividimos estas frecuencias entre
la frecuencia fundamental £, obteniendo asi las posiciones correspondientes de
k.

Finalmente, utilizamos la funcion plt.stem para graficar la

magnitud de los coeficientes |a,l.

Magnitud de los coeficientes de la Serie de Fourier

0.00 - ; - - + -+ - ; -
-6 —4 -2 0 2 4 6

Figura 85. Cédigo en Python Ejemplo 28, coeficientes de la SF de la sefal

x(t) = 2sin {: t) + cos (: t) + sin(2mt).

Al comparar las amplitudes obtenidas en la figura anterior, con los
valores obtenidos en los calculos tedricos, nos damos cuenta que corresponden
al mismo resultado.
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Ejemplo 30. Calculo de los coeficientes de la SF de una seiial
periédica expresada como producto de cosenos
Calcule y dibuje los coeficientes de la SF de la sefal

x(t) = 2cos(wyt)cos 2wy t).

Solucién:

En este ejercicio aplicaremos la propiedad de multiplicacion de la Serie
de Fourier, la cual establece que cuando dos sefiales periddicas se multiplican

en el dominio del tiempo, los coeficientes de la SF de la sefial resultante
corresponden a la convolucién de los coeficientes de la SF de cada sefial.

Para aplicar esta propiedad, primero separamos la sefal en dos
factores:

x{t] = Il{t]-x:{t]

Donde

x,(t) = 2cos(ewyt) SF a
1.0t} = cos(2wyt) SF I,

® F =g @b

a, =1 y a_; =1
Y con la sefial x,(t}, tenemos, que:
b, =1/2 y b_,=1/2
Debemos tener en cuenta que en la sefal x,(t) aparece la segunda
armonica, dado que la frecuencia del coseno es 2w,. De forma similar, en la

sefal x, (tlaparece la primera armoénica, porque la frecuencia es ¢, .
A continuacion, se presenta la implementacion en Python para ilustrar
la convolucién de coeficientes de la SF.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

COL_A, COL_B, COL_C = "#D32F2F", "#SE35E1", "#1565C0"

def impulses(ax, k, &, col, title=""}:
ax.axhline({@, coler="black", lw=2}
ax.set_xlim{-4,4); ax.set_ylim{-2.25,1.25)
ax.set_xticks{[])}; ax.set_yticks({[]}
for s in ax.spines.values(): s.set_visible(False)

for ki, ai in zip(k,a}):
ax.vlines(ki,®,ai,color=col,lw=5)
txt = rU$hfrac{1}{2}%" if np.isclose(ai,8.s) else f"{ai:g}"
ax.text(ki,ai+d.8s,txt,ha="center”,color=col}
ax.text(ki,-2.12,f"{int{ki)}",ha="center”,color=col}

ax.text(2.9,0.82,"$ks",ha="right")
ax.set_title(title)

# coeficientes
ka, aa = np.array([-1,1]), np.array{[1,1])}
kb, bb = np.array([-2,2]), np.array{[8.5,8.5])

# convolucicn
ki, €1 = kb-1, bb
k2, €2 = kb+1, bb

# resultado final
k = np.array([-3,-1,1,3])
C = np.array([©.5,8.5,8.5,8.5])

# figura
fig = plt.figure(figsize=(18,7)]
gs = fig.add_gridspec(3,2, height_ratios=[1,1,1.2])

axl = fig.add_subplot(gs[e,8])
ax2 = fig.add_subplot(gs[e,1])
ax2 = fig.add_subplot(gs[1,8])
ax4 = fig.add_subplot(gs[1,1])
ax5 = fig.add_subplot(gs[2,:]) # ocupa todo el ancho

impulses{axl,ka,aa,COL_A,"%a_ki"}
impulses{ax2,kb,bb,COL_E,"3b_ki"}
impulses{ax3,kl,c1,C0L_C,"Conv. con $a_{-1}%")
impulses{ax4,k2,c2,C0L_C,"Conv. con %a_{1}3")
impulses{ax5,k,c,C0L_C,"Resultade 3c_k = a_k “\circledast b_k3")}

plt.tight_layout()
plt.show(}

Figura 86. Cédigo en Python Ejemplo 29, aplicacion de la propiedad de
multiplicacion.
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Al realizar la convolucion de los coeficientes a; con los coeficientes by,
, Obtenemos:

ak by

1
‘ K
I

Conv. con a—-1 Cconv. con a3

— |
N — ]

-
'

ST

(L —
—— |
<
|—p— ]
(L —]

Resultado ¢, = ax ® by

M=

(o —
| — |
- — |
(L — |

Figura 87. Grafica del Ejemplo 29,
aplicacion de la propiedad de multiplicacion.

c; = 0.3 cg = 0.5 c_y =05 c_g = 0.5

Observamos que, como resultado de la convolucién de los coeficientes

g Y by, aparecen componentes espectrales en &k = +1 y k = +3. Esto ilustra
coémo la multiplicacion de sefales en el dominio del tiempo genera nuevas
componentes armonicas en el dominio de la frecuencia.

120



ANALISIS DE SENALES UTILIZANDDO PYTHON

Ejemplo 31. Aplicacion de la Relacién de Parseval

Determine la potencia promedio de la sefial x{t} real y periddica, a
partir de sus coeficientes de la SF

a, = 2 g, =1-12j a_, =142
g, =0.5—j g_.=03+]
Solucioén:

Recordando la relacion de Parseval, tenemos que la potencia promedio

de una sefial (es decir, F), se calcula a partir de:

Primero, calculamos la magnitude del os coeficientes de la SF, asi:

lag | =12l

lal =la_,| =12 + 22 =43

la. | =la_,| =4/0.5% + 12 = ¥1.25
Reemplazando los valores, se tiene:
P=lagl* +laF + la_,I* +la.l* + la_.|?

F: |ﬂ|}|: +2|ﬂj_|: + 2'“:'

F=44+2(5) 4+ 2(1.25) = 16.5
3.8. RESUMEN DEL CAPITULO DE SERIES DE FOURIER

En este capitulo estudiamos la Serie de Fourier, una herramienta
fundamental del analisis de sefales que permite representar sefiales periddicas
como la suma de componentes sinusoidales relacionadas arménicamente.

Inicialmente, introdujimos la sefial exponencial compleja, la cual
constituye la base matematica para la representacion de senales periddicas en
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términos de exponenciales complejas. Esta representacion facilita el analisis en
el dominio de la frecuencia y permite expresar cualquier sefal periédica como
una combinacién de arménicas de la frecuencia fundamental.

Posteriormente, presentamos la expresion general de la Serie de

Fourier, que permite descomponer una sefial periddica x (¢} en una suma infinita
de exponenciales complejas:

==

x{t:] = Z ﬂkgj-i;:._un[‘

k=—=

donde w, corresponde a la frecuencia fundamental de la sefial y a;
representa a los coeficientes de la serie, los cuales determinan tanto la amplitud
como la fase de cada componente armoénica.

A lo largo del capitulo analizamos diversos ejemplos que nos
permitieron comprender como calcular los coeficientes de la Serie de Fourier y
como interpretar su representacion en el dominio de la frecuencia. Observamos
que esta descomposicion produce un espectro discreto, compuesto por lineas

espectrales cuya amplitud y fase estan determinadas por los coeficientes aj. .

También estudiamos algunas propiedades de la Serie de Fourier que
facilitan el calculo de los coeficientes cuando la sefial presenta ciertas simetrias
0 cuando se realizan transformaciones en el dominio del tiempo. Finalmente,
analizamos el fenomeno de Gibbs, el cual aparece al aproximar sefiales con
discontinuidades mediante un nimero finito de armonicas.

En conjunto, estos resultados nos permiten comprender cémo se
distribuye la energia de una sefial peridédica en el dominio de la frecuencia, a
través de un espectro discreto compuesto por arménicas. Sin embargo, muchas
sefales presentes en aplicaciones reales no son periédicas. En estos casos,
al considerar que el periodo tiende a infinito, esta representacion discreta en
frecuencia se transforma en una representacion continua, dando origen a la
Transformada de Fourier, herramienta que permite analizar sefiales no periédicas
en el dominio de la frecuencia.
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